MATEMATICKA ANALIZA

Limes funkclje



Zenonov paradoks
Ahile] nikada ne stize kornjacu:

- kada Ahilej stigne do mjesta gdje je kornjaca bila, ona
odmakne malo dalje
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Zenonov paradoks

Ako Ahilej prvi puta potrosi jednu minutu da dode do
mjesta gdje je bila kornjaca.

Drugi puta pola minute do mjesta gdje je bila kornjaca.
Potom cCetvrtinu minute, itd.
1 1 1

toto+ot




Zenonov paradoks

Mozemo vidjeti kako taj izraz
tezi ka nekoj vrijednosti.

U ovom konkretnom slucaju,
prikazana suma tezi ka 2.

t—1+1+1+1+
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Limes funkcije

Intuitivna definicija limesa funkcije:

Ako se vrijednost funkcije f(x) priblizava vrijednosti L € R,
kad se nezavisna varijabla x priblizava vrijednosti c, tada
kazemo da f(x) tezi prema L € R kada x tezi prema c |
pisemo:

f(x) > L kada x—c

lim f(x) =L

X—C




Limes funkcije

Funkcija f(x) ima limes L € R u toCki ¢ € R ako vrijedi
(Ve > 0)(36 > 0) Vx € De\{c}
x —cl<éd=>|f(x)—L| <c¢

Ako postoji takav L e€R kazemo da funkcija f(x)
konvergira u tocCki c. Ako limes ne postoji kazemo da
funkcija divergira u tocki c.




Limes funkcije

Funkcija ima prekid za x = —2.

| , f(=2)=4  lim f(x) =2
- \ Tocka A.

f(2) =2 lim f(x) = 2

N
Tocka B.

U x = 2 funkcija je neprekidna.
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Limes funkcije

Funkcija ima prekid za x = 1.

B F=-1  lim f() =2
| \ Tocka C.
| 1C 2 \3 4 5

5 -4 -3 -2 -
\\ U ovom slucaju razlikujemo lijevi
2PN | desni limes!

A

- R (8] Fo

—

Lijevi limes je kada se tocki
priblizavamo s negativne strane.

| | |
n LS (V8] AW
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Limes funkcije

Funkcija ima prekid za x = 1.

BEE F)=-1  lim f(x) = -2
| \ Tocka C. xll)r% flx) =3
| 1C 2 \3 4 5

Desni limes je kada se tocki
A priblizavamo s pozitivne strane.

lirr} f(x) ne postoji!
X—
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Limes funkcije
I

2 * | Funkcija ima prekid i za x = 3.
. 4 I
|
z B | Za taj x funkcija nije definirana.
|
| : lim f(x) = —oo
5 -4 -3 -2 - 2 |k 4 5 X—3
N
~2PNs | 11m+ f(X) — 00
I X—3
’ |
“ I lim £ (x) = +oo
5 | -
|

LC\ ALGEBRA



Limes funkcije
Funkcija f(x) ima limes L € R u beskonacnosti ako vrijedi:
(Ve >0)(3M>0),vx>M = |f(x)—-L| <¢
lim f(x) =L

X—00

Funkcija f(x) ima limes L € R u negativhoj beskonacnosti

ako vrijedi:
(Ve>0)(AM<0),Vx< M = |f(x)—-L| <¢
lim f(x)=1L
X——00




Limes funkcije

Za limes u (negativnoj)
beskonacnosti, gledamo kamo
se priblizava vrijednost funkcije
y kada x neograniceno raste na
desnu (lijevu) stranu.

- R (8] Fo

T \\ lim f(x) =0

X—00

lim f(x) =—o0

X——00

m_x
1

| | | |
n LS (V8] AW
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Limes funkcije

I A
ik% lim f(x) =—

— _)1_

Y B b

3 lim f(x) = 2

X—00

3 lim f(x)=1

X——00
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Limes funkcije

xlirpoo f (x) ne postoji! 3}1_)@0 f (x) ne postoji!

LC\ ALGEBRA



e Limes funkcije

lim f(x) =0

X—00

1.8
flx) = 51n(6x)




xlgzllf(x) =1

lim f(x) = ne postoji
x—0

ell
2

\1 \ lim f(x) =0

| | | 1 | ‘ | | | x—0"

lim f(x) =2

x—0Tt
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‘j LIWORE
————— 2 i 9}1_{{)10 f(x) = —o
\T \ L mf@=e

-1} xll)r%f(x) =
~24 f(—l) _ 1
-4} f(()) = —2
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Limes funkcije

Odredeni oblici Neodredeni oblici
0 o0
0 0
a 00
—_— 0 — = 00
00 a
0 a 0= 1




Racunanje limesa

Odredite limese funkcija:

o1 1
VlmeS= 3= D limens [o] -
Jim 5= ’o+] T
C) lim — [ ] =0
x—oo X—8 CO

hm— ’ ]——oo
x—8~ x—8 0~




L

GrafiCki prikaz funkcije

1
X) = —
o) =—
. 1
lim — = o
x—81t x—38
. 1
lim — = —
x—8~ X—8
. 1
lim — =0
x—oo X—8
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After explaining to a student through various lessons and
examples that:

i 1
— OO
xl—rgx—S

| tried to check if he really understood that, so | gave him a
different example.

This was the result:

i 1
— LN
xl—rgx— 5




Racunanje limesa

Odredite limese funkcija:
M(x+3)

=6

d) lim = [ ] = lim
x—3 X—3 0 x—3

x%—-2x—15 20
e) lim —; = [—] = 0
x—>—5 X“+5x

f) lim *215 [o] = lim (49

x2—5x x—5 x[(%=5)

8
5
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Racunanje limesa

Odredite limese funkcija:

. 2—Vx—4 2+/x—4 . 22— (Vx—4)"
9) }Cl_rg x—-8  2+Vx—4 alcl—rg (x—8)(2+Vx—4)
= lim Mffm) = lim z+% = _%
) lim 2 S = IR
= iy ZDEDEN) 5.6 = 12
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Racunanje limesa

Odredite limese funkcija:

. x%-2x-15 co .
1) lim = = lim —
x—00 X2%+5x co x—00 X2%+5x X2
x% 2x 15 2 15
c X2 x2 42 : 1_§_x_2
= lim *= = lim =— =1
x—oo X_ 5% x—co  1+=




Racunanje limesa

Odredite limese funkcija:

N 1. 2—VXx%—4 — 00 . 2—Vx?%—-4 :x
J) lim = |[—|= lim =
x—>oo X—8 co x—>oo X—8 X
2 x2—4 2 x2—4 2 4
. x x x| x2 xR
= lim *5——%— = lim 2 = lim - =
X—0o = X— 00 1—-— X— 00 1—-—
X X X




Racunanje limesa

Odredite limese funkcija:

k) hm(\/x—3 \/x+2)_ 00 — 00| = (\/mh/m)

X— 00

— lim (Vx—3)2_(*’x+2)2 — lim x—3—(x+2)
_x—>oo Vx—3+vVx+2 x—>00\/x 3+Vx+2

:3}1—>nolox/x 3+\/x+2 _[ ]

Va—=3+Vx+2/



Video materijali Tonija Miluna

https://www.youtube.com/watch?v=vadhttcgz2s&list=PL3E167BB
DE2ES5BCF4
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https://www.youtube.com/watch?v=vaJhttcgz2s&list=PL3E167BBDE2E5BCF4
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