MATEMATICKA
ANALIZA

Tok funkcije



Asimptote

Asimptota krivulje:

* pravac Cije se tocke priblizavaju po volji blizu toCkama
zadane krivulje kada jedna ili vise koordinata tocaka
Krivulje tezi u beskonacnost.

» tangenta u beskonacno dalekoj tocki

* horizontalna, vertikalna, kosa asimptota




Asimptote
Vertikalna asimptota (V.A.)

X =0

Horizontala asimptota (H.A.) 7 & = = = X%
y=> Al

Kosa asimptota (K.A.) /

y = kx + 1 / |

LC\ ALGEBRA



Vertikalna asimptota

Kandidati za vertikalnu asimptotu su toCke na rubu
domene x,, x4, ..

Neka je D € R domena funkcije, takva da je x, rubna
tocka te domene, f: D - R.

Pravac x = x, Je vertikalna asimptota grafa funkcije
f (x) ako je vrijedi:

lim f(x) = +o

X—X0




Horizontalna asimptota

Horizontalna asimptota moze postojati ukoliko se domena
funkcije neograniceno proteze u pozitivnom ili negativhom
smjerul.

Neka je D € R domena funkcije takva da se D neograniceno
proteze u pozitivnom ili negativnhom smjeru, f: D — R.

Pravac y = a Je horizontalna asimptota grafa funkcije f(x)
ako vrijedi:
a= lim f(x)

X—+ 00




Kosa asimptota

Neka je D € R domena funkcije f: D — R koja se
neograniceno proteze u pozitivnom ili negativnhom smijeru.

Pravacy = kx + | je kosa asimptota grafa funkcije f(x),
ako postoje brojevi k + 011 takvi da vrijedi:

k = lim @
X—>too X

= lim (fG) ~ k)




Asimptote
Funkcija moze imati vertikalne asimptote ukoliko postoje
konacni brojevi koji su rubovi domene.
Vertikalnih asimptota moze biti po volji mnogo.

Funkcija moze imati horizontalnu asimptotu ukoliko se
domena proteze u beskonacnost.

Postoje najvise dvije horizontalne asimptote.

Ukoliko funkcija ima horizontalnu asimptotu, tada nema
kosu asimptotu.




Primjer 1. Odredite asimptote na graf funkcije

1
fx) = "
D(f) = R\{0}
Vertikalna asimptota: Horizontalna asimptota:
1 117 1 1]
x—0 X 0 x—>+oo x o0
x=0 je vertikalna y = 0 je horizontalna
asimptota asimptota




Primjer 1. Odredite
asimptote na graf funkcije

1
f(x)=;
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Primjer 2. Odredite asimptote na graf funkcije

x% — 4
fe) =72
D(f) =R
Vertikalna asimptota: Horizontalna asimptota:
* ne postoji lim xi ¢ =1
x—+oo x4 + 4
» zasto? y = 1 je horizontalna

asimptota




Primjer 2. Odredite asimptote na graf funkcije
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Primjer 3. Odredite asimptote na graf funkcije

x%+5
D(f) = R\{1}
Vertikalna asimptota: Horizontalna asimptota:
- x%+5 . x%+5
lim = OO lim — 0
x-1 x —1 x—>too x — 1
x =1 Je vertikalna Ne postoji horizontalna
asimptota asimptota.




Primjer 3. Odredite asimptote na graf funkcije

x*+5
gx) =——
Kosa asimptota:
P x*+5 e
_ X“ +
k= lim X=L = jim =1
x>t X x>+ X2 — x
| x% + 5 x + 5
[ = lim X| = lim =1
x—>too\ x —1 x—toox — 1

Pravac y = x + 1 je kosa asimptota.




Primjer 3.

Odredite asimptote na m?é
graf funkcije k
2 . I
X<+ 5 ~10 R 10 g
gx) =——
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Primjer 4. Odredite asimptote na graf funkcije
h(x) =x-e”*
D(f) =R Vertikalna asimptota ne postoji.

Horizontalna asimptota:
X

] e pX — [—o0- — i !
xl_l)r_noox e | —00-0] _xl_1)r_nooe_x = L'H
_ 1 B 1
B x—1>r—noo —eX [3] =0

Pravacy =0je HAzax - —co.




Primjer 4. Odredite asimptote na graf funkcije
h(x) =x-e”*

Horizontalna asimptota:

im x-e* =Joo-0] =
X—+00

Za x — o H.A. ne postoj..
Kosa asimptota:
f(x) X e*

k= lim —— = lim = 00
X—>400 X X—+4 00 X

Kosa asimptota ne postoji.




Primjer 4.

Odredite asimptote na
graf funkcije

h(x) =x-e*
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Primjer 5. Odredite asimptote na graf funkcije

- X
f) =7=
Domena: Vertikalne asimptote:
x-01n x —00
2. Inx#0 -
x*+1 U rubu domene x = 0

graf funkcije nema
D(f) = (0,1) U (1, o) vertikalnu asimptotu.




Primjer 5. Odredite asimptote na graf funkcije

fx) ==
Vertikalne asimptote:
X 1] Pravac x =1 je
lim = |=|] = . .
x—11n x 0 vertikalna asimptota.

Horlzontalna aS|mptota

0.0)
lim []—hm——hmx—m
x—o n x x—00 1 X — 0O

Ne postoji horizontalna a5|mptota.




Primjer 5. Odredite
asimptote na graf funkcije

B X
f(x) T lnx
Kosa asimptota:
X
X A
k= lim 7 = jjy Inx
xX—>oo X xX—>oo X
1 1
= |lim — — |—] =
X— 00 lnx o0

Ne postoji kosa asimptota.
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Asimptote
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Asimptote
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Asimptote

é y=tgx y = arctg x




Tok funkcije

Domena

NultoCke

Monotonost (rast / pad)

Ekstremi

Zakrivljenost (konkavnost / konveksnost)
. ToCke infleksije (pregiba)

. Asimptote

. Graf funkcije

0N oA ®WN R

e N



Primjer 6. Odredite tok funkcije 1 skicirajte gratf:
2
X

— 2

FO) = -

1. Domena: D = R\{2}
2. Nul-tocke: x% =0 x=20 N(0,0)

3. Monotonost | ekstremi:

, _(xz)"(x—z)—xz-(x—Z)’ _x2—4x
f0= (x —2)3 C(x = 2)?




Primjer 6. Odredite tok funkcije 1 skicirajte gratf:

2
X
fG0) = ——
, X% — 4x
"(x 4 . . 4
x*—4x =0 S )
f(x) /1 N N /1
X1 = 0
Yo = 4 Funkcija raste za x € (—o0,0) U (4, o).
, =

Funkcija pada za x € (0,2) U (2,4).
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Primjer 6. Odredite tok funkcije 1 skicirajte gratf:

X2

f&) = —
, x% — 4x

f(x):(x_z)z —00 0 2 4

x?2—4x =0 S ) i "
f(x) /1 N N /)

x1 =0

x, = 4 MAX MIN

T:(0,0) T,(4,8)
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Primjer 6. Odredite tok funkcije 1 skicirajte gratf:

2
X
f@) = ——
5. Zakrivljenost i toCke infleksije: o 5 Lo
8 8 f'e) | - 1+ |
Il(x)z = ()
PO~ &-2° " Jw 10 1 u

Jednadzba nema rjeSenja. Funkcija je konveksha za x € (2, o).

Ne postoje toCke infleksije. Funkcija je konkavna za x € (—x, 2).
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Primjer 6. Odredite tok funkcije 1 skicirajte gratf:
2

X
f&) = —
Vertikalna asimptota:
o x? 4 . . .
lim = |=-| =0 Pravac x = 2 je vertikalna asimptota.
X-2X — 2 0

Horizontalna asimptota:

xZ

;i_)rgox 5, = =® Nema horizontalnih asimptota.




Primjer 6. Odredite tok funkcije 1 skicirajte gratf:
2

X
f&) = —
Kosa asimptota:
x? ,
— X
k= lim X—2 = |im > =..=1
x—oo X x—0o X4 — 2X Pravac y=Xx- 2
22  2x je kosa asimptota.
[ = lim x | = lim =2
x>0 \x — 2 x—o0o X — 2
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Linkovi na video materijale Tonija Miluna:

https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBk5
Rwb9Z110AJY|4fbgE|SKBD

(asimptote, svi videozapisi)

https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBk5
QSmMNA-ya/U9bf9UVVuJBHg

(tok funkcije, svi videozapisi)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBk5Rwb9Z1IQAJYl4fbgEjSkBD
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBk5QSmNA-ya7U9bf9UVVuJBHg

Hvala ©



