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1 Osnovni elementi kombinatorike

Cesto se u praksi susreéemo s problemima odredivanja broja elemenata konaénog skupa S. Pod-
sjetimo se da se broj elemenata od S oznacava sa |S| ili ¢(S). Kombinatorika je grana matematike
koja se bavi prebrojavanjem konaé¢nih skupova. Iako je prebrojavanje svakodnevan posao, prebro-
javanje elemenata nekog skupa moze biti iznimno tezak posao.

Promotrimo neka pitanja na koja ¢emo dati odgovore u ovom poglavlju. Koliko postoji razli¢itih
tekuéih racuna u nekoj banci, ako su brojevi deseteroznamenkasti, a prva znamenka nije jednaka
nuli? Koliko ima Sesteroznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlic¢ite? Na koliko nac¢ina
moze deset osoba sjesti na petnaest stolica? Na koliko se nac¢ina moze izvuéi sedam brojeva u igri
LOTO 7 od 397

U prvoj tocki ovog poglavlja nauc¢it ¢emo neka osnovna pravila prebrojavanja. To su ”pravilo
jednakosti”, ”pravilo zbroja” i ”pravilo umnoska”. Pojednostavljeno, prvo pravilo kaze da nije
vazno kako prebrojimo sve elemente, drugo kaze da je cjelina jednaka zbroju dijelova, a treée da
je veli¢ina umnoska jednaka umnosku faktora.

1.1 Osnovna pravila prebrojavanja

Broj elemenata nekog skupa dobivamo prebrojavajuéi njegove elemente. Medutim, u odredenoj
situaciji prebrojavanje mozemo zamijeniti efikasnijim postupcima.

Primjer 1.1. Grad A i grad B povezuju tri ceste, a grad B i grad C cetiri ceste. Na koliko razlicitih
nacina mozemo doci iz grada A u grad C, preko grada B?

Rjesenje: Neka su a, b i c ceste koje povezuju gradove A i B, te d, e, f, g ceste koje povezuju
gradove B i C. Pogledajmo ponajprije koliko ima trazenih putova koji sadrze cestu a. To su putovi
ad, ae, af i ag. Dakle, iz grada A u grad C imamo cetiri puta koji sadrze cestu a. Analogno,
imamo po ¢Cetiri puta koji sadrze ceste b i c¢. Dakle, ukupan broj trazenih putova je 4-3 =12. O

Uocimo kako smo u prethodnom primjeru lagano mogli popisati sve putove od grada A do grada C.
Naime, to su putovi ad, ae, af, ag, bd, be, bf, bg, cd, ce, cf, cg. Medutim, potpuno isto zakljucivanje
vrijedi i za skupove s velikim brojem elemenata, gdje bi takvo ispisivanje bilo neprakti¢no. Uocimo
kako smo ovdje, ustvari, odredili Kartezijev umnozak skupova {a,b,c} i {d,e, f,g}. Zato éemo se
prvo prisjetiti definicije Kartezijevog umnoska skupova.

Kartezijev umnozak skupova — pravilo umnoska
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Neka su S i S9 dva neprazna skupa. Kartezijev umnozak skupova S7 i So je skup S x Sy €iji su
elementi uredeni parovi (a,b), pri ¢emu je a € S1, b € Sy. Pisemo

S1 xSy = {(a,b),a € 51,be SQ}
Dva uredena para (a,b) i (x,y) su jednaka ako i samo ako jea =2 1b=y.

Pogledajmo sada koliko ima elemenata u Kartezijevom umnosku dvaju skupova. Promotrimo
skupove s malim brojem elemenata kako bismo mogli ispisati sve njegove ¢lanove. Neka je S; =
{a1,a2,a3} 1 So = {b1,b2}. Tada je

S1 % Sy = {(a1,b1), (a1,b2), (az,b1), (az,b2), (a3, b1), (as, b2)}.

Dakle, broj uredenih parova u danom Kartezijevom umnosku je 6 = 3 - 2, Sto prepoznajemo kao
umnozak broja elemenata u skupu S7 s brojem elemenata u skupu S;. Sli¢no vrijedi i za skupove
s po volji mnogo elemenata.

Broj elemenata Kartezijevog umnoska
Ako skup S7 ima s; elemenata, a skup S sy elemenata, onda Kartezijev umnozak S; x Sy ima
$182 elemenata. Pisemo |S7 X So| = |S1] - |Sa|.

Poredak skupova u Kartezijevom umnosku je bitan, jer za razli¢ite skupove Sy 1 Sy vrijedi S7 x So #
S9x.51. Medutim, broj elemenata u oba ova skupa je jednak. Prema tome, ukoliko nas zanima samo
broj elemenata u Kartezijevom umnosku, ne moramo paziti na poredak podskupova. Napomenimo
jos kako se prethodno pravilo u literaturi ¢esto naziva i pravilo umnoska ili pravilo produkta.

Na isti na¢in mozemo definirati i Kartezijev umnozak vise skupova. Neka su Sp, Ss, ..., Sk zadani
skupovi. Kartezijev umnozak tih skupova je skup uredenih k-torki:

S XSQ><-~-><Sk:{(81,52,...78k)151651,82652,...,8k65k}.

Na potpuno analogan nacin, kao i u slu¢aju dvaju skupova, imamo pravilo za broj elemenata
Kartezijevog umnoska.

Kartezijev umnozak vise skupova
Broj elemenata u Kartezijevom umnosku k skupova je |S1 X Sz X -+ x S| = [S1] - [S2| - - - |Sk|.

Primjer 1.2. SnjezZana u svom garderobnom ormaru ima 127 pari cipela, 135 haljina i 75 $esira.
Na koliko se razlic¢itih nacina SnjeZana moZe odjenuti?

Rjesenje: Povezimo zadani problem s Kartezijevim umnoskom odgovarajuéih skupova. Ovdje se
radi o umnosku triju skupova: skupa C' = {¢1,co,...,c127} iz kojeg Snjezana bira cipele, skupa
H = {hy,ha,...,h135} iz kojeg Snjezana bira haljinu te skupa S = {si,ss,...,575} iz kojeg
Snjezana bira Sesir. Svaka uredena trojka (c;, hj, si) odreduje jednu odjevnu kombinaciju. Drugim
rije¢ima, trebamo naci broj elemenata Kartezijevog umnoska C x H x S.

Taj je broj jednak 127-135-75 = 1285875, pa se Snjezana moze odjenuti na 1285875 nac¢ina. [J

Uocimo kako smo u prethodnom primjeru iskoristili relaciju [S1 x Sz x S3| = |S1|-[S2| - |S5]. Sli¢ne
¢emo zadatke ubuducde rjesavati ne spominjuéi Kartezijeve umnoske, ve¢ samo nacin biranja poje-
dinih elemenata uredene k—torke.
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Primjer 1.3. Koliko postoji razlicitih tekuéih racuna u nekoj banci, ako su brojevi deseterozna-
menkasti, a prva znamenka nije jednaka nuli?

Rjesenje: Broj tekuéeg racuna sastoji se od deset znamenki pri cemu prva znamenka ne smije biti
jednaka nuli. Prema tome, prvu znamenku mozemo odabrati iz skupa {1,2,...,9}, odnosno na
9 nacina, a svaku sljedeéu iz skupa {0,1,2,...,9}, odnosno na 10 nac¢ina. Dakle, ukupan broj
tekuéih racuna je

9-10-10-10-10-10-10-10-10 - 10 = 9000000000.

O

Primjer 1.4. Na nekoj visokoj skoli studira 80 studenata prve godine, 70 studenata druge godine,
60 studenata trece godine i 50 studenata cetvrte godine.

(a) Na koliko se nac¢ina moze odabrati delegacija od cetiri predstavnika svake godine?

(b) Na koliko nacina se nakon toga moZe odabrati druga delegacija, sastavljena od éetiri pred-
stavnika svake godine, u kojoj nije nitko iz prve delegacije?

(¢) Na koliko se nacina moze odabrati delegacija od dva predstavnika s razli¢itih godina?

Rjesenje: (a) Prva delegacija se moze odabrati na 80 - 70 - 60 - 50 = 16800000 nacina.

(b) Nakon §to je odabrana prva delegacija, drugu mozemo odabrati na 79 - 69 - 59 - 49 = 15758841
nacina.

(c) Ovaj je problem slozeniji. Odabir studenata moramo provesti u dva koraka. Najprije se moramo
odluciti za godine studija, a zatim odabrati po jednog studenta sa svake godine. Imamo sljede¢ih
Sest mogucnosti:

Iill N; =80-70 = 5600
IiII1 Ny = 80 - 60 = 4800
Ii1V N3 = 80 - 50 = 4000
ITiIll | Ny="70-60 = 4200
ITiIV | N5 =70-50= 3500
IIIi IV | Ng =60 -50 = 3000

Ukupan broj izbora je N = Ny + No + N3 + Ny + N5 + Ng = 25100. [l

U Kartezijevom umnosku neki od skupova mogu biti jednaki. Takoder, mozemo promatrati
Kartezijeve umnoske skupa sa samim sobom. To ¢e nas dovesti do pojma varijacija s ponavljanjem.
Neka je S = {a1, a9, ...,a,} zadani skup. Koliko postoji razlicitih uredenih k—torki elemenata
skupa S7 Isto pitanje mozemo postaviti i na ovaj nac¢in: Na koliko se razli¢itih nac¢ina moze izabrati
k elemenata skupa S pazeéi na njihov poredak, s tim da se elementi mogu ponavljati? Ovdje je
oCito rije¢ o broju elemenata u Kartezijevom umnosku k jednakih skupova S xS x --- x S. Njihov

ukupan broj je n*.

Varijacije s ponavljanjem
Varijacija s ponavljanjem k—tog razreda u n—clanom skupu S je svaka uredena k—torka
Kartezijevog umnoska k skupova S x S x ... x S = S*. Broj varijacija s ponavljanjem

oznacavamo V,,, pa je

VE=|Sx8x...x 8| =|SF=nt.




OSNOVNI ELEMENTI KOMBINATORIKE

Na primjer, varijacije s ponavljanjima drugog razreda u skupu S = {a, b, ¢,d, e, f} su

aa ab ac ad ae af
ba bb bc bd be bf
ca ¢b cc cd ce cf
da db dc dd de df
ea eb ec ed ee ef

fa fb fc fd fe ff
Njihov je broj V. = 62 = 36.

Uoc¢imo kako smo ovdje, radi jednostavnosti, umjesto uredenog para (a,a) pisali aa. Sli¢no vrijedi
i za preostale parove. Cesto ¢emo umjesto uredene k—torke govoriti o nizu elemenata.

Primjer 1.5. U nekom gradu ima 40 semafora. Svaki semafor moZze svijetliti crveno, Zuto ili
zeleno. Na koliko nacina mogu svi semafori svijetliti u odredenom trenutku?

Rjesenje: Svaki semafor moze svijetliti na tri razli¢ita nac¢ina. Ukupan broj razli¢itih nacina, na
koje semafori mogu svijetliti, jednak je 3 -3---3 = 340, Dakle, rije¢ je o varijacijama s ponavlja-
njima razreda 40 u skupu od 3 elementa. ]

Koliko podskupova ima konac¢an skup od n elemenata? Za odgovor na to pitanje pomoé¢i ¢e nam
varijacije s ponavljanjem.

Primjer 1.6 (Broj podskupova zadanog skupa). Koliki je broj podskupova skupa S koji ima
n elemenata (ukljucujuci prazan skup i cijeli skup)?

Rjesenje: Svakom elementu skupa S mozemo pridruziti broj 0 ili 1, sa znacenjem
0: taj se element ne uzima u podskup,
1: taj se element uzima u podskup.

Tako dobivamo niz duljine n koji se sastoji od nula i jedinica, a koji opisuje nacin izbora podskupa.
Na primjer, ako je S = {a,b,c,d,e}, onda niz 10101 odreduje podskup {a,c,e}, a niz 10000
odreduje podskup {a}. Niz 00000 odreduje prazan podskup, a niz 11111 cijeli skup.

Time smo pokazali da je broj podskupova jednak broju nizova duljine n koji se sastoje od nula i
jedinica. Mozemo reéi kako smo svaki podskup od S kodirali nizom nula i jedinica. Prvu znamenku
u tom nizu mozemo odabrati na dva nacina, drugu i sve ostale takoder na dva nacina. Zato je
ukupan broj razli¢itih nizova, odnosno broj svih podskupova, jednak 2™. (I

Partitivni skup
Skup svih podskupova skupa S oznacavamo s P(.S) i nazivamo partitivnim skupom skupa S.
Ako je |S| = n, onda je |P(S)| = 2™.

U prethodnom primjeru smo koristili takozvano pravilo bijekcije ili jednakosti. Naime, sve
elemente skupa P(S) smo bijektivno preslikali na binarne nizove duljine n, a taj skup smo vrlo
jednostavno prebrojili. Pojednostavljeno govoredi, nije vazno kako prebrajamo elemente nekog
skupa.
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Pravilo uzastopnog prebrojavanja

Prebrojavanje elemenata Kartezijevog umnoska mozemo poopéiti i na slucaj kada promatramo
broj elemenata u nekim njegovim podskupovima. Mozemo odgovoriti na drugo pitanje u uvodu
ovog poglavlja.

Primjer 1.7. Koliko ima Sesteroznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlicite?

Rjesenje: Kako na prvom mjestu ne moze biti nula, prvu znamenku mozemo odabrati na 9 nacina.
Drugu znamenku takoder mozemo odabrati na 9 nacina zato jer ne mozemo koristiti znamenku koja
je odabrana na prvom mjestu, ali mozemo koristiti nulu. Za svaku sljede¢u znamenku imamo po
jednu moguénost manje, pa je broj Sesteroznamenkastih brojeva s razlicitim znamenkama jednak

9-9-8-7-6-5=136080.
O

Primjer 1.8. Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva koji su neparni i kojima su sve znamenke
razlicite?

Rjesenje: Prvo trebamo odrediti moguénosti za znamenke s dodatnim uvjetima, a to su posljednja
i prva znamenka. Kako promatramo neparne brojeve, zadnju znamenku mozemo odabrati na 5
nacina jer je ona iz skupa {1,3,5,7,9}. Sada je jedna znamenka potroena, pa prvu znamenku
mozemo odabrati na 8 nac¢ina (sve osim nule i zadnje znamenke). Preostale dvije znamenke su u
ravnopravnom polozaju, drugu biramo na 8 nacina, tre¢u na 7 nac¢ina, pa je ukupan broj trazenih
cetveroznamenkastih brojeva jednak 8 -8 - 7 -5 = 2240. O

Ideje koje smo koristili u svim dosada$njim primjerima mozemo formulirati na sljede¢i nacin:

Pravilo uzastopnog prebrojavanja
Ako element s; mozemo izabrati iz skupa S7 na n; razli¢itih na¢ina, nakon toga (bez obzira na
to koji smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S na ng nacina, nakon toga element ss iz
skupa S3 na ng3 nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza si, so, ..., si jednak

N =nq-ng---ng.

Pravilo uzastopnog prebrojavanja obi¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se
prvi dio posla moze uc¢initi na n; nacin, drugi dio posla na ns nacina, ..., posljednji na nj nacina,
onda se cijeli posao moze uc¢initi na ny - ng - - - g nacina.

Ukoliko poredak elemenata nije bitan, pri primjeni pravila o uzastopnom prebrojavanju moramo
biti vrlo oprezni. Objasnit ¢emo to kroz dva primjera.

Primjer 1.9. Na nekom Sahovskom turniru svaki je igrac¢ odigrao sa svakim od preostalih po jednu
partiju. Ukupno je odigrano 190 partija na turniru. Koliko je Sahista sudjelovalo na turniru?

Rjesenje: Neka je n trazeni broj Sahista i oznac¢imo sahiste s A1, Aa, ..., A,. Sahist A; odigrao je
po jednu partiju s preostalim Sahistima Ao, As, ..., A,, dakle, ukupno n — 1 partiju. Isto vrijedi
i za preostale Sahiste, pa je ukupan broj (uredenih) parova partija jednak n(n — 1). Medutim,
svaka partija je racunata dva puta, na primjer izmedu Sahista A; i A,, kao uredeni par (A;, A,) i
n(n —1

(A,, A1). Prema tome, ukupan broj odigranih partija je upola manji, odnosno jednak je g
Iz uvjeta zadatka vrijedi da je

n(n—1)

=190
2 %,
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odakle sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu n? — n — 380 = 0 ¢ija su rjesenja ny = —19 i
ng = 20. Dakako, negativno rjesenje otpada, pa je na turniru sudjelovalo 20 Sahista.
|

Primjer 1.10. Na nekom medunarodnom kongresu sudjeluje 20 drZava i svaka drZava ima 15
predstavnika. Na koliko razlicitih nacina moZemo odabrati dva predstavnika iz iste driave?

Rjesenje: Drzavu mozemo odabrati na 20 nacina, a prvog predstavnika te drzave na 15 nacina.
Nakon $to smo odabrali prvog predstavnika, preostaje 14 moguénosti za izbor drugog predstavnika.
Ponovno je, kao i u prethodnom primjeru, svaki par brojen dva puta. Prema tome, ukupan broj

izbora dvaju predstavnika iz jedne drzave je 20-15- 14 - 3= 2100. (|
U trecoj tocki ovog poglavlja naucit ¢emo kako se prethodna dva primjera rjesavaju na drugi nacin.

Kod varijacija s ponavljanjem promatrali smo Kartezijev umnozak skupa sa samim sobom.
Pri tome su se elementi u uredenim k—torkama mogli ponavljati. Sada ¢emo promatrati slucaj
kada se ti elementi ne ponavljaju. Drugim rije¢ima, na koliko na¢ina mozemo poredati k razli¢itih
elemenata iz skupa od n elemenata?

Prvi element mozemo odabrati na n nacina. Nakon toga, drugi element mozemo odabrati
na n — 1 naéin, jer mora biti razli¢it od prvog. Tre¢i mozemo odabrati na n — 2 nacina. Posljed-
nji, k—tinan—(k—1) = n—k+1 nacin. Zato je ukupan broj nacina jednak n(n—1)--- (n—k+1).

Varijacije bez ponavljanja

Uredena k—torka razli¢itih elemenata istog skupa S = {a1,as, ..., a,} naziva se varijacijom
k—tog razreda u skupu od n elemenata. Pri tom mora biti k¥ < n. Broj varijacija ozna¢avamo
s VF paje

VFE=nn—-1)---(n—k+1).

n

Primjer 1.11. U lift zgrade od 15 katova uslo je 5 ljudi. Na koliko nacina oni mogu izaci iz lifta
tako da svaki covjek izade na razlic¢itom katu?

Rjesenje: Rijet je o varijacijama petog razreda u skupu od 15 elemenata. Zato je trazeni broj
jednak V% =15-14-13-12- 11 = 360360.

Svakako je korisnije zapamtiti na¢in na koji smo dosli do ovog broja, nego samu formulu. Moramo
biti sigurni da razumijemo pravilo uzastopnog prebrojavanja:

e prvi ¢ovjek moze izaéi na 15 nacina,

e drugi ¢ovjek moze izaéi na 14 nacina (medu preostalih 14 katova),

treéi covjek moze izaéi na 13 na¢ina (medu preostalih 13 katova),
e Cetvrti ¢ovjek moze izaéi na 12 nacina (medu preostalih 12 katova),
e peti covjek moze izaéi na 11 nacina (medu preostalih 11 katova).
Zato je broj razlic¢itih nac¢ina trazenih izlazaka iz lifta jednak 15-14-13-12- 11 = 360360. O

Primjer 1.12. Na koliko nacina moZemo odabrati peteroznamenkasti broj sastavljen od znamenki
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} ako:

(a) su mu sve znamenke razlicite,
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(b) se na parnim dekadskim mjestima nalaze parne znamenke, a na neparnim dekadskim mgje-
stima neparne znamenke,

(c) isto kao i (b), ali su sve znamenke u broju razlicite.
Rjesenje: Redom dobivamo sljedece rezultate.

(a) Na9-8-7-6-5= 15120 nacina.

(b) Na5-4-5-4-5= 2000 nacina.

(¢) Na5-4-4-3-3 =720 nacina.

U nastavku ¢emo promotriti jo§ neka vazna pravila koja koristimo kod prebrojavanja.

Pravilo zbroja

Krenimo od sljedeéeg primjera:

Primjer 1.13. U nekoj studentskoj grupi ima 27 djevojaka i 23 mladic¢a. Na koliko nac¢ina moZemo
odabrati jednog predstavnika te grupe?

Rjesenje: Neka je A skup djevojaka, a B skup mladi¢a. O¢cito su skupovi A i B disjunktni tj.
AN B = (. Mi trebamo odabrati jedan element iz skupa svih studenata odnosno odrediti broj
elemenata unije AU B. Kako su skupovi A i B disjunktni slijedi da je

|AUB| = |A| +|B| = 27 + 23 = 50.

O
U prethodnom primjeru smo koristili jedno od najjednostavnijih pravila prebrojavanja, takozvano
pravilo zbroja.

Pravilo zbroja
Ako su A i B konaéni disjunktni skupovi, onda za broj elemenata unije tih dvaju skupova vrijedi
|AUB|=|A|+|B|.

Prethodno pravilo ne vrijedi za skupove koji nisu disjunktni. Primjerice, neka je A = {1,3,4,5} i
B ={1,4,6,7,8}. Tadaje AUB = {1,3,4,5,6,7,8}, paje |AUB| = 7. Kako je |A|+|B| =445 =19,
o¢ito ne vrijedi prethodno pravilo zbroja. Razlog je u tome $to smo zajednicke elemente skupova
A i B brojali dva puta. Stoga, da bismo opéenito odredili broj elemenata unije dvaju skupova
moramo modificirati prethodnu formulu, tj. oduzeti broj zajednickih elemenata tih dvaju skupova.

Broj elemenata unije dvaju skupova
Ako su A i B konaéni skupovi, onda za broj elemenata unije tih dvaju skupova vrijedi
|[AUB| =|A|+ |B| - |ANB|.

Primjer 1.14. U razredu od 30 ucenika svaki ucenik uci barem jedan od dvaju stranih jezika:
engleski ili njemacki. Ukupno 23 ucenika uce engleski jezik, a njih 13 njemacki jezik. Koliko
ucenika uci oba strana jezika?
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Rjesenje: Neka je A skup svih ucenika koji uce engleski jezik, a B skup svih ucenika koji uce
njemacki jezik. Prema uvjetu zadatka je |A| = 23, |B| = 13. Nadalje, u razredu je 30 ucenika, pa
je |AU B| = 30. Iz formule |AU B| = |A| + |B| — |AN B| imamo da je 30 = 23+ 13 — |A N B|,
odakle je [AN B| =23 + 13 — 30 = 6. Prema tome, Sest ucenika uci oba strana jezika. O

Pravilo komplementa

Neka je U neki skup kojeg promatramo te neka je A njegov podskup, tj. A C U. Komplement skupa
A (u skupu U) je skup U\A. Komplement skupa A oznacavamo s A, odnosno vrijedi A = U\ A.
Skup U obi¢no nazivamo univerzalnim skupom.

Ocito, za skup i njegov komplement vrijedi AU A=UiANA=0, pa zbog pravila zbroja vrijedi
|U| = |AUA| =|A| + |4| iz ¢ega dobivamo:

Pravilo komplementa
Neka je U univerzalni skup te neka je A C U. Tada je broj elemenata komplementa skupa A
Al = U] - ]4].

Ponekad je lakSe odrediti broj elemenata komplementa nekog skupa nego samog skupa. U to ¢emo
se uvjeriti na sljede¢em primjeru.

Primjer 1.15. Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva koji imaju barem jednu znamenku 77

Rjesenje: Trazeni brojevi mogu imati jednu, dvije, tri ili ¢etiri znamenke 7. Dakako, vrlo je
neprakti¢no pristupiti ovom problemu na takav nacin pa é¢emo stoga iskoristiti pravilo komple-
menta.

Neka je U skup svih ¢etveroznamenkastih brojeva, te neka je A skup svih ¢etveroznamenkastih bro-
jeva koji imaju barem jednu znamenku 7. Tada je A skup svih Getveroznamenkastih brojeva koji
nemaju znamenku 7. LakSe nam je odrediti broj elemenata skupa A. Naime, |[A] = 8-9-9-9 = 5832
jer za prvu znamenku imamo 8 moguénosti (sve osim 0 i 7), a za preostale po devet moguénosti
(sve osim 7). Sliéno je [U| =9-10-10- 10 = 9000, jer na prvom mjestu ne moze biti znamenka 0.
Konaé¢no, zbog pravila komplementa je |A| = |U| — |A] = 9000 — 5832 = 3168. O

1.2 Permutacije

Permutacija skupa S = {ay,as, ..., a,} od n razlicitih elemenata uredena je n—torka svih njegovih
elemenata.

Tako su na primjer, permutacije skupa S; = {a, b, c}: abe, acb, bac, bea, cad, cba, i to su sve mogude
permutacije. Jedna permutacija skupa S = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} je 0246813579. Dakako,
prakticki je nemoguce popisati sve permutacije skupa S zato jer je taj broj jako velik. Medutim,
u ovoj tocki ¢éemo odgovoriti na pitanje koliko permutacija ima taj skup.

Oznac¢imo s P, broj razli¢itih permutacija skupa od n elemenata. Opéenito, broj permutacija
skupa od n elemenata dobivamo ovako:

e prvi element mozemo izabrati na n nacina,
e drugi element mozemo izabrati nakon toga na n — 1 nacina,

e pretposljednji element mozemo izabrati na dva nac¢ina (jer su samo dva elementa preostala),

10
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posljednji element biramo samo na jedan nacin, jer je jedini preostao.

Broj permutacija

Broj

razli¢itih permutacija skupa od n elemenata je P, =n-(n—1)---2-1=nl.

Prisje

timo se kako izraz n! ¢itamo kao 'n faktorijel’. Nadalje, po definiciji je 0! = 1.

Primijetimo da je permutacija zapravo varijacija n—tog razreda u skupu od n elemenata. Zato je

V2 = P,. Uocimo nadalje kako broj varijacija k—tog razreda u skupu od n elemenata mozemo
L . n! e n! n!
Zaplsatl u obliku VT{C = m Zatozan =k VrlJedl Vg = m = a =nl= PTL

Primjer 1.16. Zadan je skup S = {1,2,3,4,5,6}.

(a)
(b)
(¢)
(d)

Koliko ima permutacija skupa S?
Koliko permutacija skupa S pocinje brojem 17
Koliko permutacija skupa S ne zavrsava brojem 57

Koliko permutacija skupa S pocinje sa 367

Rjesenje:

(a)
(b)

()

(d)

Skup S ima Sest elemenata pa je ukupan broj permutacija jednak 6!.

Broj 1 nalazi se na prvom mjestu, pa trebamo ispermutirati preostalih pet brojeva $to mozemo
napraviti na 5! = 120 nacina.

Ovdje koristimo pravilo komplementa. Naime, permutacija koje zavrsavaju brojem 5 ima 5!,
pa permutacija koje ne zavrsavaju brojem 5 ima 6! — 5! = 600.

Permutacija koje pocinju s 36 ima 4! = 24 jer je pozicija brojeva 3 i 6 odredena, dok preostala
cetiri broja treba ispermutirati.

O

Primjer 1.17. Na koliko nacina moZemo na policu rasporediti m knjiga iz matematike © n knjiga
iz informatike, tako da

(a)
(b)

knjige iz matematike budu na prvih m mgjesta,

sve knjige iz matematike budu jedna do druge?

Rjesenge:

(a)

Knjige iz matematike mozemo rasporediti na m! nac¢ina (one su na pocetku police jedna do
druge). Neovisno o tome, knjige iz informatike mozemo rasporediti na n! na¢ina. One su
takoder jedna do druge, na kraju police. Po pravilu uzastopnog prebrojavanja, ukupan broj
mogucih rasporeda je m! - nl.

Knjige iz matematike se moraju nalaziti jedna do druge pa ih mozemo shvatiti kao jedan
'blok’. Taj blok trebamo permutirati s n knjiga iz informatike. Broj permutacija tih n 4 1
elemenata je (n+1)!. Medutim knjige iz matematike unutar bloka mozemo permutirati na m!
nacina. Stoga je, prema pravilu uzastopnog prebrojavanja, broj trazenih rasporeda jednak
(n+1)!-ml. O

11
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Primjer 1.18. Delegaciju studenata Visoke skole za primijenjeno racunarstvo ¢ini Sest studenata
tako da sa svake od tri godine postoje po dva predstavnika koji su razlicitih spolova. Na koliko
nacina mozZemo te predstavnike sjesti za ravni stol, jednog do drugog, tako da

(a) mogu sjesti po svojoj volji,
(b) predstavnici iste godine sjede jedan do drugog,
(¢) jedna do druge ne smiju sjediti dvije osobe istog spola?
Rjesenge:
(a) Svaka permutacija odreduje jedan raspored. Broj razli¢itih rasporeda je 6! = 720.

(b) Rasporedimo najprije parove s iste godine. Tri su para, pa za njihov raspored imamo 3! = 6
moguénosti. Unutar svaka dva mjesta odredena za jedan par, dva su moguéa rasporeda. Zato
je ukupan broj svih moguéih rasporeda 6 - (2!1)3 = 6 - 8 = 48.

(¢) Sve muskarce mozemo rasporediti na 3! = 6 nacina, bas kao i sve zene. Ukupan broj rasporeda
na kojima je prva osoba muskarac (gledano, recimo, s lijeve strane) je 6 - 6. Jednako toliko
ima rasporeda u kojima je prva osoba zena. Ukupan broj svih rasporeda je 2-6 -6 = 72.

(]
Permutacije s ponavljanjem

Zelimo li izracunati broj permutacija od n elemenata medu kojima ima i jednakih, njihov ¢e broj
biti o¢ito manji. Naime, neke od permutacija ispisanih na prethodno opisan nac¢in, ne¢emo vise
modi razlikovati i njihov ¢e se ukupni broj smanjiti. Pogledajmo sljedeéi primjer.

Primjer 1.19.

Slova rije¢i TAT A mozemo permutirati na sljedeé¢ih Sest nacina: AATT, ATAT, ATTA, TAAT,
TATA, TTAA.

Pretpostavimo za trenutak da mozemo razlikovati pojedina slova A i T. Razlikovanjem pojedinih
slova A i T iz svake od ovih permutacija dobili bismo 2! - 2! = 4 nove permutacije. Na primjer,
permutaciji AATT bi Odgovarale permutacije 1411427117127 A1A2T2T1, A2A1T1T2, AgAlTQTl.

Na taj bismo nacin dobili ukupno P, = 24 permutacije od Cetiri razli¢ita elementa. Zato za broj
permutacija P slova u rije¢i TAT A vrijedi:

4!

5121 O

21.2l.P=P = P =

Poopcavajuéi ovo razmatranje, dolazimo do sljedeéeg zakljucka:

Permutacije s ponavljanjem

Neka u nizu sq, ss, . .., S, postoji prva skupina od k; identi¢nih elemenata, druga skupina od ks
identi¢nih elemenata, ..., r—ta skupina od k, identi¢nih elemenata, k1 + ko + ...+ k. = n. Bilo
koji razmjestaj elemenata takvog niza nazivamo permutacijom s ponavljanjem. Njihov ukupni
broj oznacavamo s Pffl’k?’“"k* i vrijedi

n!

Pkl,kQ,...,kT _
n feil kool k!

12
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Primjer 1.20. Koliko se razli¢itih rije¢i mozZe napisati od slova rijeci MATEMATIKA?
Rjesenje: Ovdje je rije¢ o nizu slova AJAJAE, I, K, M, M, T, T. Zato je

10!
_ p31,1,1,22 _
N="Fg = o 00
Po dogovoru, u ovakvim primjerima ne pisemo broj 1 niti u oznaci niti u razlomcima:
10!
_ p3.2,2
N=5e" = 35

1.3 Kombinacije

U Primjeru 1.9, gdje smo rac¢unali broj odigranih partija na Sahovskom turniru, poredak Sahista
nije bio vazan. Zato smo ukupan broj uredenih parova partija morali podijeliti s 2, jer je svaka
partija bila uracunata dvaput. U mnogim problemima prebrojavanja poredak izabranih elemenata
nije bitan. Na primjer, u igri LOTO 7 od 39 nije vazno kojim se redom izvlaé¢i prvih 7 brojeva,
veé samo koji su to brojevi. Na koliko se na¢ina moze izvuéi 7 brojeva od 397 Opcéenitije, pitamo
se: Na koliko se nacina moze izvuéi k elemenata iz skupa S od n elemenata, ne pazeéi na njihov
poredak? Oznac¢imo taj broj s CX. Svaki izbor k razlicitih elemenata skupa S = {a1,as,...,a,}
odreduje jedan njegov podskup koji ima k elemenata. Pokazali smo kako niz nula i jedinica duljine
n odreduje neki podskup skupa S.

Broj CF jednak je:
e broju nacina na koji iz skupa od n elemenata mozemo izvuéi k elemenata, ne pazeéi na njihov
poredak,

e broju razlicitih podskupova s k elemenata uzetih iz skupa od n elemenata.

Odredimo taj broj. Izbor jednog podskupa koji ima k elemenata odreden je nizom nula i jedinica
duljine n, ali takvih da u njemu postoji toéno k jedinica.

Iustrirajmo izbor podskupova koji imaju dva elementa na skupu S = {aj, a2, as,as}. Na koliko
nacina mozemo odabrati dva njegova elementa?
Ispisimo niz nula i jedinica i njemu odgovarajuéi izbor elemenata ovog skupa:

1100 ai, as
1010 ai,as
1001 ai, a4
0110 a2, as
0101 a2, a4
0011 as, g

Broj svih nacina jednak je broju svih permutacija niza 1100 kojih ima

47 = ﬁ = 6
Vidimo da je ukupan broj na¢ina jednak broju permutacija u nizu od n nula i jedinica, u kojem
ima k jedinica i n — k nula:
n!
Ok — pkn—k _ .
" " kl(n —k)!

13
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. . . . . .. . n .. co 1
Taj broj nazivamo binomni koeficijent, ozna¢avamo ga s ( k)’ te ¢itamo 'n povrh k’. Dakle, vrijedi

~ kH(n—k)! k! '

ci — (Z) ool an—)(n=2) - (n—k+1)

Prisjetimo se kako za binomne koeficijente vrijede sljedeée relacije:

(o) =1 (1) = (5) =M (5) -2 (1) <0

Takoder, binomni koeficijenti posjeduju svojstvo simetrije, odnosno Z = ( " k;>’ za k < n.
n—
11 11 11 11-10

T k 1 1 jeri = = = = .

ako je, primjerice, (9) (11 B 9) <2> 5 55

Kombinacije

Svaki podskup od k razli¢itih elemenata skupa S nazivamo kombinacijom u skupu S. Broj

|
razlicitih kombinacija je C* = k'(nni—k)' = (Z)

Primjer 1.21. Na koliko se nacina u igri LOTO moZe izvuéi 7 brojeva od 39 zadanih?

Rjesenje: 1z skupa od 39 brojeva moramo odabrati 7 brojeva. To se moze napraviti na

= 15380937

39\ 39-38-37-36-35-34-33
7)) 1-2-3-4-5-6-7

nacina. O

Primjer 1.22. Imamo n predmeta u jednoj vreéi i m predmeta u drugoj vreci. Iz prve se vrece
vadi v predmeta, a iz druge s predmeta. Izvadene predmete nanizujemo jedan do drugog. Koliko
takvih nizova moZemo dobiti?

Rjesenje: 1z prve vreée, od n predmeta moramo odabrati r predmeta, a to mozemo napraviti na

nac¢ina. Iz druge vrece, trebamo od m predmeta odabrati s predmeta, $to mozemo napraviti
r

m
na ( ) nac¢ina. Dakle, ukupno smo izvadili r 4+ s predmeta koje permutiramo na (r + s)! nacina.
S

Konaé¢no, prema pravilu produkta, trazeni broj nizova jednak je
n\ [m
r+s)l

Primjer 1.23. Od 7 Zena i 4 muskarca treba izabrati delegaciju. Na koliko se nac¢ina moZe izabrati
delegacija tako da se ona sastoji od

O

a) petero ljudi,
b) petero ljudi, i to 3 Zene i 2 muskarca,

¢) bilo kojeg broja ljudi ali mora biti jednako muskaraca i Zena?

14
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Rjesenge:

a) Imamo ukupno 7+ 4 = 11 ljudi pa petero mozemo odabrati na

11 11-10-9-8-
L1098 T 469 nacina
5 1-2-3-4-5
. . . 7 7-6-5 .. . . .
b) Tri zene mozemo odabrati na 3) =133 35 nacina. Dva muSkarca mozemo odabrati
4 4-3 .. . . . . . .
na 9) =5 = 6 nacina, pa prema pravilu uzastopnog prebrojavanja dobivamo da je broj

4

7
trazenih delegacija jednak (3) (2

>=35~6:210.

¢) Moguénosti su da se izabere po jedna osoba svakog spola, po dvije, tri i ¢etiri. Primjenom
pravila umnogka i zbroja dobivamo da je trazeni broj jednak

OO OO QO (-

Primjer 1.24. Koliko je razlicitih mogucénosti podjele 32 karte na 4 igraca tako da se svakom dijels
odjednom po 8 karata?

O

32
Rjesenje: Prvom igrac¢u mozemo podijeliti 8 karata na ( g ) nacina. Sada je preostalo 32 — 8 =
. - y o 24 .. PSR .
24 karte te ih drugom igracu mozemo podijeliti na 3 nacina. Trecem igracu karte mozemo

16 8
podijeliti na <8) nacina, te cetvrtom igracu na (8) nacina. Dakle, ukupan broj podjela karata

32\ /24\ /16\ /8
(2) () (%) %) - sossnoasassaon

Primjer 1.25. Na koliko se nacina iz snopa od 32 karte moZe odabrati 8 karata tako da medu
njima bude

je

O

a) toéno tri kralja i tri asa,

b) barem jedan as?

Rjesenje:
a) Kako imamo po ¢etiri kralja i asa njih mozemo odabrati (i jedne i druge) na (g) = 411 =4
nacina. Nakon sto smo odabrali kraljeve i aseve, od preostalih 32 — 4 — 4 = 24 karata
odabiremo dvije na 224 = MTQB = 276 nacina. Kona¢no, prema pravilu uzastopnog

prebrojavanja broj trazenih odabira je

(EE)=s e

15
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b) Ovdje koristimo pravilo komplementa. Odredimo koliko ima odabira u kojima nema niti
jednog asa. Kako imamo 4 asa imamo 32 — 4 = 28 karata koje nisu asevi. Stoga imamo

28
ukupno (8 odabira po 8 karata u kojima nema niti jednog asa. Zato je trazeni broj

odabira koje sadrze barem jednog asa jednak

32 28
— = 7410195.
(%) - (%) = ruowos

1.4 Zadatci za ponavljanje

Zadatak 1.1. Koliko ima Sesteroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki {1,2,3,4,5,6}
koji su parni? Pri tome je svaka znamenka upotrijebljena to¢no jednom.

Rjesenje: Kako trazimo parne brojeve, zadnja znamenka pripada skupu {2,4,6} pa je mozemo
odabrati na 3 nacina. Preostalih 5 znamenaka trebamo rasporediti na 5 mjesta, $to mozemo
napraviti na 5! na¢ina. Dakle, trazenih brojeva ima 3 - 5! = 3 - 120 = 360. (]

Zadatak 1.2. Na policu treba sloziti 4 knjige iz matematike, 3 iz fizike, 3 iz kemije i 2 iz biologije,
tako da knjige iz iste struke budu jedna do druge. Na koliko je nacina to moguce napraviti?

Rjesenje: Sve knjige iz iste struke moraju biti jedna do druge, pa svaku struku mozemo shvatiti
kao jedan blok. Dakle, imamo ¢etiri bloka koje mozemo ispermutirati na 4! na¢ina. Nakon toga,
permutiramo knjige unutar svakog pojedinog bloka, §to redom moZemo napraviti na 4!, 3!, 3! 2!
nacina. Konac¢no, prema pravilu umnoska, trazeni broj rasporeda je

41-41.31-31-21=24-24-6-6-2 = 41472.
(]

Zadatak 1.3. U kutiji je 6 bijelih i 5 crnih kuglica. Na koliko na¢ina mozemo odabrati 4 kuglice
tako da budu:

(a) bilo koje boje,

(b) 2 bijele i 2 crue,

(c) sve iste boje?
Rjesenge:

11
(a) Iz skupa od 11 kuglica, 4 kuglice mozemo odabrati na (4) = 330 nacina.

(b) Bijele kuglice odabiremo na <§) nacina, a crne na (;) nacina. Zato je broj odabira jednak

(o)2) =
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(c¢) Kako su sve kuglice iste boje, odabiremo ili 4 bijele ili 4 crne kuglice. Bijele kuglice mozemo

. 6 . 5 .. . . .. . . .
odabrati na <4) nacina, a crne na 4 nac¢ina. Ti odabiri su disjunktni, pa je prema pravilu

zbroja trazeni broj jednak (i) + <i) = 20.

O

Zadatak 1.4. Hokejasku momcad ¢ine 2 vratara, 7 branica i 10 napadaca. Na koliko nac¢ina se
moze odabrati poCetna postava koju ¢ine 1 vratar, 2 branic¢a i 3 napadaca?

2 7 10
Rjesenje: Vratara, branice i napadace mozemo redom odabrati na (1>, <2> i (3) nacina, pa

pocetnu momcéad mozemo odabrati na (i) <;> <130> = 5040 nacina. (]

Zadatak 1.5. Koliko ima sedmeroznamenkastih brojeva

(a) kojima su sve znamenke neparne,

(b) koji imaju dvije znamenke 1, tri znamenke 2 i dvije znamenke 37
Rjesenje:

(a) Svaku znamenku odabiremo iz skupa {1,3,5,7,9}, dakle, na 5 nacina. Kako se znamenke
smiju ponavljati, trazenih sedmeroznamenkastih brojeva ima 57 = 78125.

(b) Trebamo odrediti koliko se sedmeroznamenkastih brojeva moze zapisati pomoc¢u znamenki
1,1,2,2,2,3,3. Prema formuli za broj permutacija s ponavljanjem, taj je broj jednak
7!
oz — 210

Zadatak 1.6. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva koji imaju
(a) barem dvije znamenke 5,
(b) to¢no dvije znamenke 57?

Rjesenje:

(a) Ovdje ¢emo koristiti pravilo komplementa. Od broja svih peteroznamenkastih brojeva oduzet
¢emo one koji imaju najvise jednu peticu. Dakle, trebamo odrediti koliko ima peterozna-
menkastih brojeva koji ne sadrze peticu te koliko je onih koji sadrze to¢no jednu peticu.

Peteroznamenkastih brojeva koji nemaju peticu ima 8-9* = 52488, zato jer na prvom mjestu
ne smije biti nula i petica, a na preostala Cetiri mjesta ne smije biti petica.

Pogledajmo koliko ima peteroznamenkastih brojeva s jednom peticom. Tu razlikujemo dva
slu¢aja, ovisno o tome da li se petica nalazi ili ne nalazi na prvom mjestu. Ako je petica na
prvom mjestu, svako od preostalih mjesta mozemo popuniti na 9 nacina, pa takvih brojeva
ima 9% = 6561. Ako se petica ne nalazi na prvom mjestu, onda je mozemo rasporediti na
4 nac¢ina. Nakon §to smo rasporedili peticu, prvo mjesto mozemo popuniti na 8 nacina jer
tu, osim petice, ne smije biti i nula, a svako od preostala tri mjesta na 9 nacina, pa takvih
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OSNOVNI ELEMENTI KOMBINATORIKE

brojeva ima 4 - 8 - 93 = 23328. Dakle, peteroznamenkastih brojeva s jednom peticom ima
23328 + 6561 = 29889.

Konacno, svih peteroznamenkastih brojeva ima 9 - 10* = 90000, pa onih koji imaju barem
dvije petice ima
90000 — (52488 4 29889) = 7623.

(b) Moramo razlikovati dva slu¢aja, ovisno o tome da li se petica nalazi na pocetku ili ne. Ako se
petica ne nalazi na prvom mjestu, onda dvije petice na preostala mjesta mozemo rasporediti

4
na 9 nac¢ina. Sada, prvo mjesto mozemo popuniti na 8 na¢ina (jer tu osim petice ne smije
biti ni nula), a preostala dva mjesta na 9 nac¢ina. Dakle, peteroznamenkastih brojeva s dvije

4
petice, koje nisu na prvom mjestu, ima (2> -8.92 = 3888.

Ako je jedna petica na prvom mjestu, onda drugu mozemo rasporediti na 4 nacina te preostala
tri mjesta popuniti na po 9 nac¢ina. Prema tome, takvih brojeva ima 4 - 93 = 2916.

Konaé¢no, peteroznamenkastih brojeva s totno dvije petice ima

3888 + 2916 = 6804.

Zadatak 1.7. Dokazite kombinatorno da za svaki prirodan broj n vrijedi identitet

n n n . n T n n n\ _ gn
0 1 2 n—1 n)
Rjesenje: Promotrimo neki n—¢lani skup S. Znamo da on ima 2™ podskupova, ukljuc¢ujuéi i prazan

skup. S druge strane, sve podskupove od S mozemo rastaviti na prazan skup, jednoc¢lane pod-

skupove, dvoclane podskupove, ..., n—¢lane podskupove. Prazan skup je jedan, odnosno (g),

jednoclanih ima ? , dvoclanih (;l), itd. Dakle, lijeva strana identiteta predstavlja zbroj broja

jednoc¢lanih, dvoclanih, ..., n—¢lanih podskupova od S te praznog skupa, $to je broj svih pod-
skupova od S. Time je identitet dokazan. (I
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2 Vjerojatnost

Kao i kod mnogih drugih grana matematike, razvoj teorije vjerojatnosti bio je potaknut razli¢itim
prakti¢nim problemima. Obi¢no se za pocetak teorije vjerojatnosti uzima 1654. godina kada se
slavnim francuskim matematicarima Pascalu i Fermatu obratio ugledni gradanin de Méré s pita-
njem da li se preporucljivo kladiti da ¢e se u 24 uzastopna bacanja dviju kocki pojaviti dvostruka
Sestica. Iza takvog i sli¢nih pitanja zapravo su se krili matematicki modeli za rjesavanje korisnih
problema prakti¢ne matematike.

Jedna od osnovnih poteskoéa u razvoju teorije vjerojatnosti bila je definicija vjerojatnosti, pojam
koji je intuitivno bio vrlo jasan, a ipak matematicki neuhvatljiv. Trazenje takve definicije tra-
jalo je gotovo tri stoljeca i obiljezeno je mnogim poteskoc¢ama. Problem je konacno rijesio ruski
matematicar A. Kolmogorov 1933. godine aksiomatskim pristupom teoriji vjerojatnosti. No prije
nego $to dodemo do te definicije, potrebno je uvesti pojam dogadaja i algebre dogadaja.

2.1 Dogadaji i algebra dogadaja

Pojam dogadaja mozemo jednostavno dovesti u vezu sa slu¢ajnim pokusom. Tako nazivamo
svaki pokus ¢iji ishod nije unaprijed odreden. Taj ishod ovisi o nekim nepredvidivim okolnostima i
stoga je slucajan. Bacimo li igra¢u kocku, ona ¢e pasti na jedan od Sest brojeva, na koji — unaprijed
ne mozemo znati. Vrijeme ispravnog rada zarulje nitko ne moze unaprijed predvidjeti.

Ishod slucajnog pokusa zovemo elementarni dogadaj i oznacavamo slovom w. Takvih ishoda
moze biti kona¢no mnogo, ali jednako tako i beskonacno mnogo. Biranje na sreéu jedne tocke
unutar jediniénog intervala [0, 1] ima kao moguéi ishod beskonaéno mnogo elementarnih dogadaja.

Skup svih moguéih ishoda, odnosno svih elementarnih dogadaja, ozna¢avamo slovom . Po volji
odabrane dogadaje vezane uz taj pokus oznacavat ¢emo velikim slovima latini¢ne abecede: A, B,
C .... Oni se sastoje od odredenog broja elementarnih dogadaja. Stoga su to podskupovi skupa
Q. Pogledajmo sada neke najjednostavnije primjere slu¢ajnih pokusa te njihovih elementarnih
dogadaja.

Primjer 2.1. Bacamo jednu igracu kocku ¢ije su strane oznacene brojevima od 1 do 6. Odredite
elementarne dogadaje, skup Q) te dogadaje

{pao je neparni broj}

{pao je broj veéi od 5}
{pao je parni broj mangi od 6}

O Qwme
|

= {pao je prost broj}.
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Rjesenje: Elementarni dogadaji su brojevi na koje kocka moze pasti:
w1:1, w2:2, w3:3, 6(14:47 W5:5, UJGZG.

Stoga je skup svih elementarnih dogadaja Q = {wy, we, w3, w4, ws,ws} = {1,2,3,4,5,6}.
Zadani dogadaji su redom

A = {pao je neparni broj} = {1,3,5}

B = {pao je broj veéi od 3} = {4,5,6}

C = {pao je parni broj manji od 6} = {2,4}
D = {pao je prost broj} ={2,3,5}.

O

U pokusu koji ima samo kona¢no mnogo ishoda dogadaj je bilo koji podskup od 2. U prethodnom
primjeru skup {2 ima Sest elemenata, pa on ima 26 = 64 razli¢itih podskupova. Dakle, toliko ée biti
i razlicitih dogadaja u prethodnom pokusu. Medu njima ima: ((15) = 6 jednoclanih (elementarnih)

dogadaja, (g) = 15 dogadaja od po dva elementarna, (6) = 20 dogadaja s tri elementarna, (2) =15

3
dogadaja s Cetiri elementarna i (g) = 6 dogadaja s pet elementarnih. Naravno da je sve te dogadaje
tesko rijeCima opisati na prihvatljiv na¢in, poput opisa u prethodnom primjeru.

Ovom popisu dogadaja nedostaju jos dva: veé¢ spomenuti dogadaj 2 koji sadrzi sve elementarne
dogadaje, te jedan dogadaj koji ne sadrzi niti jedan elementarni. Skup 2 i sam je dogadaj, on se
ostvaruje pri svakom ishodu pokusa. Nazivamo ga stoga sigurni dogadaj. Njegova suprotnost je
nemogu¢ dogadaj, koji se pri realizaciji pokusa nikad ne moze ostvariti. Ozna¢avamo ga simbolom
(). Na primjer, u prethodnom primjeru F = {pao je broj veéi od 7} predstavlja nemogué¢ dogadaj,
odnosno (). S druge strane, F' = {pao je broj manji od 7} predstavlja siguran dogadaj, odnosno Q.
Pogledajmo sada jos jedan primjer.

Primjer 2.2. Kosarkas izvodi slobodno bacanje tri puta. Za svako slobodno bacanje biljezimo je li
postignut kos (+) ili ne (=). Odredite §2, elementarne dogadage te dogadaje

A = {koarkas je postigao dva kosa},

B = {kosarkas je pogodio kos u trecem bacanju},

C = {kosarkas je barem jednom pogodio i barem jednom promasio kos},
D = {kosarkas je pogodio kos dva puta zaredom}.

Rjesenje: Elementarnih dogadaja ima osam. To su

Wy =—-- wo =——+, wg=—-+ -, wg =+ -,

ws =— + +, we =+ — +, wy =+ + —, wg =+ + +.
Pri tome, poredak nabrajanja nije vazan. Ovdje smo, kratkoée radi, s — — + oznacili uredenu
trojku (—, —, 4) i sli¢no za ostale elementarne dogadaje. Dogadaji A, B, C'i D su redom
A = {kosarkas je postigao dva kosa} = {ws,ws, w7},
B = {kosarkas je pogodio kos u treéem bacanju} = {ws,ws,ws,ws },
C = {kosarkas je barem jednom pogodio i barem jednom promasio kos} = {wa, w3, ws,ws, ws, wr },
D = {kosarkas je pogodio ko$ dva puta zaredom} = {ws,wr,ws}.

O
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2.1 Dogadaji i algebra dogadaja

Usporedivanje dogadaja

Kazemo da dogadaj A povlaéi dogadaj B ako realizacija dogadaja A povlaci realizaciju dogadaja
B. To znac¢i da B sadrzi sve elementarne dogadaje koji ulaze u dogadaj A. Pisemo A C B ili
A= B.

Primjer 2.3. Istovremeno bacamo pet novéica. Oznacimo dogadaje

A = {najise jedan novci¢ pokazuje glavu},

B = {barem tri novéiéa pokazuju pismo}.
Da li dogadaj A povlaci dogadaj B? Da li dogadaj B povlaci dogadaj A?

Rjesenje: U dogadaj A ulaze svi elementarni dogadaji kod kojih najvise jedan nov¢i¢ pokazuje
glavu. To znaci da je broj pisama u takvim elementarnim dogadajima jednak cetiri ili pet. O¢ito,
svi ti elementarni dogadaji pripadaju skupu B, zato jer su u B elementarni dogadaji koji imaju
barem tri pisma. Dakle, A = B.

Obrat ne vrijedi jer u B imamo elementarne dogadaje s to¢no tri pisma, a oni ne pripadaju
dogadaju A. Prema tome, dogadaj B ne povlac¢i dogadaj A. O

Primjer 2.4. Istovremeno bacamo dvije kocke. Oznacimo dogadaje

A = {zbroj brojeva na kockama jednak je 10},
B = {oba broja veéa su od 3}.

Dokazite da dogadaj A povlaci dogadaj B. Da li dogadaj B povlaci dogadaj A?

Rjesenje: Dogadaj A sastoji se od elementarnih dogadaja (4,6), (5,5) i (6,4) jer samo na ta
tri na¢ina mozemo postiéi zbroj 10. Pri tome prva komponenta u uredenom paru oznacava broj
na prvoj, a druga komponenta broj na drugoj kocki. Dobivena tri elementarna dogadaja imaju
komponente veée od 3, pa oni sigurno pripadaju dogadaju B. Prema tome, A =— B.

Dogadaj B oc¢ito ne povlaci dogadaj A zato jer, na primjer, dogadaj B sadrzi elementarni
dogadaj (4,5) koji nije u A. O

Ukoliko vrijedi A C Bi B C A, onda kazemo da su A i B ekvivalentni ili jednaki i piSemo
A = B. Ekvivalentni dogadaji sastoje se od istih elementarnih dogadaja.

Suprotnost ovoj situaciji je ona u kojoj A i B nemaju zajednickih elementarnih dogadaja. Dogadaji
A i B su disjunktni, ako se istovremeno ne mogu ostvariti i jedan i drugi. Kazemo jos da se A i
B medusobno iskljucuju.

Primjer 2.5. Svaki od cetiri strijelca gada istu metu jedanput. Promotrimo dogadaje

A = {tri strijelca su pogodila metu},
B

C = {dva strijelca su pogodila, a dva promasila metu}.

{jedan strijelac je promasio metu},

Koji od ovih dogadaja povlace neki drugi, koji su ekvivalentni, a koji se medusobno iskljucuju?

Rjesenje: Ocito vrijedi A = B i B = A. Prema tome, dogadaji A i B su ekvivalentni, tj.
A = B. Nadalje dogadaji Ai C te B i C su disjunktni, odnosno vrijedi ANC =0 i BNC =0. O
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VJEROJATNOST

Algebra dogadaja
Familiju svih dogadaja koji se pojavljuju u nekom pokusu oznacavat ¢emo s F i zvati algebra
dogadaja. Rije¢ algebra ovdje sugerira da ¢emo na dogadajima modéi ¢initi odredene operacije

nalik na algebarske.

Neka su A i B dogadaji. Pomoc¢u njih mozemo naciniti nove dogadaje:

Unija i presjek dogadaja

Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja A, B naziva se unija ili zbroj
(suma) dogadaja i oznacava s AU B, A+ B, A ili B.

Dogadaj koji se ostvaruje ako su se ostvarila oba dogadaja A i B naziva se presjek ili umnozak
(produkt) dogadaja i oznacavas AN B, AB, Ai B.

Primjer 2.6. Bacamo jednu kocku. Istaknimo dogadaje

A = {pao je neparan broj}
B = {pao je prost broj}.

Odredite dogadaje AU B i AN B.
Rjesenje: Imamo da je

AUB
ANB

{pao je broj koji je neparan ili prost} = {1,2,3,5}

{pao je broj koji je i neparan i prost} = {3,5}.

O
Operacije unije i presjeka mogu se definirati i za nekoliko dogadaja. Unija n dogadaja je dogadaj
A=A UAU...UA,

koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja Aj, As, ..., A,.
Presjek n dogadaja je dogadaj
A=A1NAnN...NA4,

koji se ostvaruje ako se ostvario svaki od dogadaja A, As, ..., A,.

Razlika dogadaja. Komplement dogadaja

Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvari dogadaj A, a da se ne ostvari dogadaj B, nazivamo razlika
dogadaja A 1 B i oznacavamo s A\B, A — B.

Dogadaj 2\ A nazivamo komplementom ili suprotnim dogadajem dogadaja A. On se ostvaruje ako
i samo ako se A nije ostvario. Oznacavamo ga s A ili s A°.

Ocito, operacija komplementiranja je involutorna, odnosno vrijedi A=A Nadalje, vazna formula
koja razliku dogadaja izrazava pomocu presjeka glasi:

A\B=ANB.

Uvjerite se graficki, odnosno pomoc¢u Venn-Eulerovih dijagrama, u ispravnost prethodne formule.
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2.2 Aksiomatska definicija vjerojatnosti

Spomenimo jo$ na kraju ove tocke relacije koje povezuju operacije komplementiranja, unije i pres-
jeka dogadaja:

AUuB =
ANB =

N
S| Be]

N
U

K
Te formule nazivamo de Morganovi zakoni. Uvjerite se u njihovu ispravnost pomoéu Venn-
Eulerovih dijagramal

2.2 Aksiomatska definicija vjerojatnosti

Sada mozemo precizno iskazati aksiomatsku definiciju vjerojatnosti Kolmogorova iz 1933. godine,

koju smo najavili na pocetku ovog poglavlja. To je funkcija koja svakom dogadaju pridruzuje
realan broj.

Vjerojatnost

Vjerojatnost je preslikavanje P : F +— [0, 1] definirano na algebri dogadaja F, koje ima svojstva
1) P(Q) =1, P(0) =0 (normiranost),
2) ako je A C B, onda vrijedi P(A) < P(B) (monotonost),
3) ako su A i B disjunktni dogadaji, onda je P(AU B) = P(A) + P(B) (aditivnost).

Broj P(A) nazivamo vjerojatnost dogadaja A.

Svojstva vjerojatnosti

Izvedimo neka dodatna svojstva vjerojatnosti koja neposredno slijede iz navedene definicije.
Neka je A po volji odabran dogadaj, a A njegov komplement. Onda vrijedi AU A = i pritom su
A i A disjunktni. Iskoristimo li sada svojstva normiranosti i aditivnosti, imamo da je

1= P(Q) = P(AUA) = P(A) + P(A),

odakle je P(A) =1 — P(A). Time smo dobili formulu za vjerojatnost komplementa dogadaja.

Vjerojatnost komplementa

Za svaki dogadaj A vrijedi P(A) =1 — P(A).

Iz definicije vidimo da je vjerojatnost unije dvaju disjunktnih dogadaja jednaka zbroju vjeroja-
tnosti tih dogadaja. Pokazimo sada kako se racuna vjerojatnost unije u slucaju kada skupovi nisu
disjunktni.

Vjerojatnost unije
Za bilo koja dva dogadaja vrijedi P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Da dokazemo ovo svojstvo, dogadaj A U B prikazat ¢emo kao uniju dvaju disjunktnih dogadaja:
AUB=AU(BNA).

Uvjerite se u ispravnost prethodne relacije pomo¢u Venn-Eulerovih dijagrama! Sliéno tome, B
mozemo rastaviti ovako:

B=(ANB)U(BNA)
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VJEROJATNOST

i ponovo su dogadaji s desne strane jednakosti disjunktni.
Primijenimo li svojstvo aditivnosti vjerojatnosti na prethodne dvije relacije, dobivamo

P(AUB) = P(A)+P(BNA)
P(B) = P(ANB)+P(BNA).

Konac¢no, oduzimanjem prethodnih dviju jednakosti dobivamo trazenu formulu:

P(AUB) — P(B) = P(A) — P(AN B).

1 1
Primjer 2.7. Neka su A i B dogadaji takvi da je P(A) = 3’ P(B) = 1 i P(LAUB) = 5
Izracunagte vjerojatnosti P(AN B), P(A), P(B), P(ANB), P(AUB), P(ANB), P(AN B).

Rjesenje: 1z formule za vjerojatnost unije dobivamo da je

1 1 1 443-6 1
P(AQB)—P(A)‘FP(B)*P(AUB)—g 13- b =1
Zbog vjerojatnosti komplementa vrijedi
- 2 3

Kod rac¢unanja sljede¢ih dviju vjerojatnosti koristimo de Morganove zakone:

P(ANB) = P(AUB)zl—P(AUB)zl—%:%,
P(AUB) = P(ANB)=1-P(ANB)= —%:%.

Lagano vidimo, pomoc¢u Venn-Eulerovih dijagrama, kako su dogadaji AN B i AN B disjunktni te
daje (ANB)U (AN B) = A. Zbog toga je

- 1 1 1
P(ANnB)=P(A)—P(ANB) 3 11
Slicno je i
=x 1 1 1
P(ANB)=P(B)—- P(ANDB) 1 1076

2.3 Konacni vjerojatnosni prostor

U ovoj tocki éemo aksiomatsku definiciju vjerojatnosti primijeniti na vjerojatnosni prostor €2 koji
se sastoji od kona¢no mnogo elementarnih dogadaja. Takav prostor nazivamo konaéni vjeroja-
tnosni prostor. Oznac¢imo njegove elemente s Q = {wy,ws, ...,w,}. Dogadaj u ovakvom prostoru
je svaki podskup od 2. Vjerojatnost bilo kojeg dogadaja moci ¢emo odrediti ako znamo vjeroja-
tnosti elementarnih dogadaja, tj. ako poznajemo brojeve

p1=P({wi}), p2=P{wa}), ..., pn=P{wn})
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2.3 Konacni vjerojatnosni prostor

Ocito je pr > 0, po > 0, ..., p, > 0. Nadalje, kako je @ = {wj,ws,...,w,}, a elementarni
dogadaji su medusobno disjunktni, zbog aditivnosti i normiranosti vjerojatnosti vrijedi relacija
P({wi}) + P({w2}) + -+ P({wn}) = P() = 1.

Prema tome, pozitivni brojevi p1,ps, ..., pn imaju svojstvo

p1+pr+--+p,=1
Neka je A € F bilo koji dogadaj. On se sastoji od nekoliko elementarnih dogadaja, recimo m:
A ={w;,,wiy,...,wi, }
Vjerojatnost dogadaja A racunamo tako da zbrojimo vjerojatnosti tih elementarnih dogadaja:
P(A) = pi, +pi, + - Di,,-

Prethodna razmatranja promotrit ¢emo na nekim uobi¢ajenim modelima konac¢nih vjerojatnosnih
prostora.

Bacanje simetri¢nog novéica ili kocke

Kod bacanja simetri¢nog nové¢i¢a imamo dva elementarna dogadaja w; = P, ws = G. Pod
simetri¢nim nové¢i¢em podrazumijevamo ispravan novéié¢ kod kojeg je nacin bacanja uobicajen, pa
je prirodno pretpostaviti da su vjerojatnosti pojavljivanja obaju dogadaja jednake:

p=P{e}) =5 p=Pw)) =y

1
Sli¢no, za simetriénu kocku prirodno je uzeti p; = P({w;}) = g 28 svaku od Sest moguénosti na

koje kocka moze pasti.

Primjer 2.8. Bacamo simetricnu kocku. Odredite vjerojatnosti sljedecih dogadaja:

A = {pao je neparan broj}
B = {pao je broj mangi od 5}.

Rjesenge: Oznagimo li Q = {1,2,3,4,5,6}, onda imamo da je

P(A) = P({1,3,5}) :3%
P(B) = P({1,2,3,4}) = 4- é _2
0

Ponekad ¢emo izostavljati rijeC simetrican te pretpostavljati da su nov¢ié i kocka simetri¢ni, ukoliko
nije drukcije naglaseno.

Bacanje nekoliko novéiéa ili kocki

Kod bacanja dvaju novci¢a imamo cetiri elementarna dogadaja:

1. novéi¢ 2. novcéié

w1 P P
w2 P G
w3 G P
Wy G G
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VJEROJATNOST

Kako bismo lakse razlikovali elementarne dogadaje ws i w3, mozemo zamisliti da bacamo dva
razli¢ita nov¢ica ili da jedan nov¢i¢ bacamo dva puta te da razlikujemo bacanja. Sva ¢etiri elemen-
tarna dogadaja su jednako vjerojatna, tj. vrijedi
1 1 1 1
pr=P{w}) =7 p2=Plw}) =, ps=P(ws}) =7 pa=P({wd}) =
Sli¢no, kod bacanja dviju kocki imamo 36 elementarnih dogadaja. Da bismo razlikovali dogadaje
poput (3,4) i (4,3), mozemo zamisliti da su kocke obojene razli¢itim bojama ili da umjesto dvije
kocke istovremeno, bacamo jednu kocku dva puta tako da znamo §to je rezultat prvog, a Sto
rezultat drugog bacanja. Ako su kocke simetri¢ne, prirodno je pretpostaviti da su svi elemen-
tarni dogadaji jednako vjerojatni te da vjerojatnost njihovog pojavljivanja iznosi 1/36. Dakako,
prethodna razmatranja lagano mozemo prosiriti na bilo koji broj novéica ili kocki.

Primjer 2.9. Bacamo dvije simetricne kocke. Kolika je vjerojatnost da je zbroj brojeva na kockama
jednak 87

Rjesenje: Vijerojatnosni prostor {2 sastoji se od 36 jednako vjerojatnih elementarnih dogadaja.
Trazeni dogadaj A sastoji se od 5 elementarnih dogadaja, tj. A = {(2,6), (3,5), (4,4),(5,3),(6,2)}.
Zbog toga je

O

Uoc¢imo, u primjerima koje smo do sada promatrali, svi elementarni dogadaji bili su jednako
vjerojatni. Dakako, jednako vjerojatni elementarni dogadaji javljaju se i u drugim modelima
vjerojatnosnih prostora.

Primjer 2.10. Slucajno odabiremo broj iz skupa {1,2,3,...,89,90}. Kolika je vjerojatnost da je
odabrani broj djeljiv s 32 Kolika je vjerojatnost da je odabrani broj djeljiv s 5% Kolika je vjerojatnost
da je odabrani broj djeljiv s 3 ili s 5%

Rjesenje: Oznacimo s A, B, C' dogadaje:

A = {odabran je broj djeljiv s 3},
B = {odabran je broj djeljiv s 5},
C = {odabran je broj djeljiv s 3 ili s 5}.

Kako je svaki tre¢i broj djeljiv s 3, u skupu {1,2,3,...,89,90} ima 30 brojeva djeljivih s 3. Vjero-

jatnost odabira svakog od njih jednaka je 90’ pa je vjerojatnost dogadaja A jednaka

30 1

90
Sliéno, u skupu {1,2,3,...,89,90} ima 5 = 18 brojeva djeljivih s 5, pa je

18 1

PB)=—=-.

(B) 90 5

Treé¢i dogadaj C' je unija prvih dvaju. Prvi dojam da je broj povoljnih ishoda 48 = 30 + 18 je

pogresan, jer dogadaji A i B nisu disjunktni. Njihov presjek ¢ine brojevi djeljivi s 3 i s 5. Ocito,
to su brojevi djeljivi s 15, odnosno 15, 30,45, 60, 75,90. Zato je

_48—-6 42 7

P(C) 90 90 15
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6 1
Primijetimo da je ovdje P(ANB) = 90 = 15’ pa isti rezultat dobivamo iz formule za vjerojatnost
unije:
1 1 1 5+3—-1 7

P(C):P(AUB):P(A)+P(B)_P(AQB):§+5_T5:T:B

U sljedecoj tocki ponovno ¢emo se vratiti na prostore s jednako vjerojatnim elementarnim doga-
dajima, a u nastavku ¢emo prouciti nekoliko primjera vjerojatnosnih prostora kod kojih elementarni
dogadaji nisu jednako vjerojatni.

Modeli s elementarnim dogadajima koji nisu jednako vjerojatni

Pretpostavimo da je novéi¢ nacinjen od dva razlicita materijala. Tada on nije simetrican pa, na
primjer, vjerojatnost pojavljivanja pisma moze biti veéa od vjerojatnosti pojavljivanja glave.

Nadalje, slucajnom pokusu u kojemu bacamo dva nov¢i¢a mozemo pridruziti i vjerojatnosni
prostor koji se sastoji od tri elementarna dogadaja:

w1 = {palasu dva pisma},
we = {palo je jedno pismo i jedna glava},
ws = {pale su dvije glave}

Ovayj pristup je takoder ispravan. Medutim, vjerojatnosti ovih elementarnih dogadaja nisu jednake,
nego mora biti

P} =3 Plesh =50 Plws)) =7

Promotrimo sada jos neke vjerojatnosne prostore kod kojih elementarni dogadaji nisu jednako
vjerojatni.

Primjer 2.11. U kosari se nalazi jedna jabuka, dvije kruske, dvije narance i jedna mandarina.
Tvo slucajno odabire jednu voéku iz koSare. Odredite vjerojatnost sljedeéih dogadaja:

A = {nije odabrana kruska},
B = {odabrana je kruska, naranca ili mandarina},
C = {odabran je limun}.

Pretpostavljamo da je vjerojatnost odabira bilo koje vocke jednako vjerojatna.

Rjesenje: Zadani slucajni pokus ima ¢etiri mogucéa ishoda: w1 = J, wo = K, w3 = N iwy = M.
Ako pretpostavimo da je vjerojatnost odabira bilo koje voéke jednako vjerojatna, onda je razumno
pridijeliti ovim elementarnim dogadajima vjerojatnosti

b= Plwn)) = 5, 2= Pfwa)) = 5, b3 = P({ws}) = 5. = P({wa}) = .

Dogadaju A odgovaraju sljede¢i elementarni dogadaji: A = {w1,ws, w4}, te je

1 1 1 2
= o - .
(A)=pitpstm 6 3 6 3

Mogli smo ra¢unati pomoéu suprotnog dogadaja: A = {ws}:

PA) =1-P@A)=1-p,=1—

27



VJEROJATNOST

Dogadaju B odgovaraju elementarni dogadaji: B = {wa,ws, w4}, te je

11 1 5
P(B) = =44+ ==
(B)=ps+ps+pi=3+3+5=¢

Dogadaj C za ovu koSaru nije mogué zato jer se u njoj ne nalazi niti jedan limun. Zbog toga je

P(C) = 0. O

Primjer 2.12. Dwva prijatelja, Mirko i Slavko igraju stolni tenis. Slavko je nesto bolji stolnotenisac
1 u pravilu, od pet meceva on pobjeduje Mirka u tri meca, pa moZemo pretpostaviti da je vjerojatnost
pobjede Slavka u svakom pojedinom mecu jednaka 0.6. Mirko i Slavko su odlucili igrati meceve
zaredom sve dok Mirko ne pobijedi, ali ée odigrati najvise pet meceva. Opisite vjerojatnosni prostor
te izracunajte vjerojatnosti sljedeéih dogadaja

A = {Mirko ée pobijediti Slavka u prvom ili drugom mecu},
B = {Mirko e pobijediti Slavka nakon drugog meca},
C = {Mirko nece pobijediti Slavka}.

Rjesenge: Skup 2 sastoji se od 6 elementarnih dogadaja. Kako su pobjede Mirka i Slavka disjun-
ktni dogadaji, vjerojatnost pobjede Mirka u pojedinom mecu iznosi 0.4, uz pretpostavku da je
vjerojatnost pobjede Slavka jednaka 0.6. Stoga je prirodno svakom od 6 elementarnih dogadaja
pridruziti sljedeée vjerojatnosti:

w1 = M p1 = 0.4
W = SM P2 = 0.6-04=0.24
w3 = SSM p3 =0.6-0.6-0.4=0.144

wy = SSSM ps=0.6-0.6-0.6-0.4=0.0864
ws = SSSSM ps =0.6-0.6-0.6-0.6-0.4=0.05184
we = SSSSS ps =0.6-0.6-0.6-0.6-0.6=0.07776.

Ocito vrijedi A = {w1,ws}, B = {ws,ws,ws}, C = {w}. Stoga ¢emo vjerojatnosti dogadaja A, B
i C dobiti tako da zbrojimo vjerojatnosti pripadnih elementarnih dogadaja:

P(A) = pi4+p2=04+0.24=0.64,
P(B) = p3+ps+ps=0.144 + 0.0864 + 0.05184 = 0.28224,
P(C) = pe=0.07776.

2.4 Klasi¢éni vjerojatnosni prostor

U prethodnoj tocki promatrali smo slu¢ajne pokuse bacanja simetricnog novcica ili kocke. Kod
tih pokusa svi su elementarni dogadaji bili jednako vjerojatni. Takvi su jo$, na primjer, slucajni
pokusi izvlacenja karte iz snopa ili izvlac¢enja broja u lutriji. U ovoj tocki promatrat ¢emo slucajne
pokuse s jednako vjerojatnim elementarnim dogadajima.

Neka je Q@ = {w1,ws,...,w,} skup svih elementarnih dogadaja i p1,pa,...,p, pripadne vjeroja-
tnosti. Kako su svi ti brojevi jednaki, a njihov je zbroj 1, vrijedi

1
pi=P{w})=—, i=12,...,n.
n

28
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Ovakav vjerojatnosni prostor nazivamo klasi¢ni vjerojatnosni prostor jer se problemi iz kojih je
potekla teorija vjerojatnosti mogu opisati ovim modelom.

Neka je A C Q bilo koji dogadaj. Da bismo izra¢unali vjerojatnost dogadaja A, nije nam vise
potrebno znati koje elementarne dogadaje A sadrzi, nego samo njihov broj. Naime, ako A sadrzi
m elementarnih dogadaja, A = {w;,,w,,...,w;, }, tada je

1 m
P(A) =pi, +piy + -+ i, =m-— = —.
n o n
Ovu formulu mozemo interpretirati na sljede¢i nac¢in: Svaki elementarni dogadaj nazovimo moguéim
ishodom (svi su jednako vjerojatni). Tako je

n = broj svih moguéih ishoda.
Elementarne dogadaje koji su sadrzani u A nazovimo povoljnima za dogadaj A:

m = broj svih povoljnih ishoda.

Klasi¢na vjerojatnost

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja racuna se formulom:

P(A) = mo_ broj povoljnih ishoda
~n___ broj moguéih ishoda

Racunanje vjerojatnosti u klasiénom vjerojatnosnom prostoru povezano je s prebrojavanjem ele-
menata kona¢nih skupova, ¢ime se bavi kombinatorika. Stoga je za rjeSsavanje slozenijih zadataka
nuzno poznavanje temeljnih pojmova iz kombinatorike, $to smo nauéili u prvom poglavlju.

Primjer 2.13. Bacamo dvije simetricne kocke. Odredite skup elementarnih dogadaja. Koliko ima
ukupno dogadaja u ovom pokusu? Nadalje, odredite koji je od sljedeéih dvaju dogadaja vierojatniji:

A = {zbroj brojeva na obje kocke je najvise 4}
B = {zbroj brojeva na obje kocke je 8}.
Rjesenje: Skup elementarnih dogadaja sastoji se od uredenih parova:
Q= {(wi,wj) r wi,w; €{1,2,3,4,5,6}}.

Broj svih moguéih dogadaja je |©2] = 36. Nadalje, vrijedi F = P(), pa je broj svih moguéih
dogadaja | F| = 236. Zbog simetrije vrijedi
1
Pl(wsw)) = 5=

Odredimo sada sve elementarne dogadaje od kojih su sastavljeni dogadaji A i B. Kod dogadaja
A je zbroj na kockama jednak 2,3 ili 4, pa je A ={(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1)}. Dakle,

6 1
P(A)=—=-.
(4) 36 6
S druge strane, B = {(Qa G)a (37 5)a (4> 4)7 (5a 3)a (67 2)}v pa je
5
P(B) = —.
(B) =55
Konaéno, kako je
1 5
P(A)==->_—=P(B
slijedi da je dogadaj A vjerojatniji od dogadaja B. O
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Primjer 2.14. Istovremeno bacamo cetiri igrace kocke. Izracunajte vjerojatnost da

(a) se pojavila barem jedna Sestica,

(b) su se pojavile toéno dvije Sestice,

(c) sve kocke pokazuju razlicite brojeve,

(d) dvije kocke pokazuju Sestice, a dvije jedinice.

Rjesenje: Kako svaka kocka moze pasti na 6 brojeva, broj svih elementarnih, odnosno povoljnih
dogadaja je 6% = 1296.

(a)

Ovdje koristimo formulu za vjerojatnost komplementa zato jer je lakSe prebrojiti sva bacanja
u kojima se nije pojavila niti jedna Sestica. Broj takvih bacanja je 5* = 625 jer tu imamo po
pet moguénosti za svaku kocku. Prema tome, vjerojatnost da se pojavila jedna Sestica iznosi

54 625 671
- =1——— =~ ~ (.52
64 1296 ~ 1296 °

U ovom dijelu zadatka povoljne moguénosti su nizovi duljine 4 koji sadrze to¢no dvije Sestice.

4
Takvih nizova ima < 2) .52 = 150, zato jer dva mjesta na kojima su Sestice mozemo odabrati

4
na (2> nacina, a svako od preostalih dvaju mjesta popuniti na 5 na¢ina. TraZena vjerojatnost
je
4\ g2
(3) -5 _ 150 01
64 1296 o

Povoljne moguénosti su nizovi duljine 4 s razli¢itim znamenkama iz skupa {1,2,3,4,5,6}.
Njih ima 6 -5 -4 -3 = 360, zato jer prvo mjesto mozemo popuniti na 6 nacina, drugo na 5,
tre¢e na 4 i ¢etvrto na preostala 3 nacina. Stoga je trazena vjerojatnost jednaka

6-5-4-3 60

= — ~ 0.28.
64 216

Ovdje su povoljne moguénosti nizovi duljine 4 sastavljeni od to¢no dvije jedinice i dvije

Sestice. Iz prethodnog poglavlja znamo da su to permutacije s ponavljanjem, pa je njihov
|

broj jednak —— = 6. Kona¢no, vjerojatnost iznosi

212!

A 60005
21,2164~ 1296

O

Uocimo kako smo u prethodnom zadatku rezultate zaokruzivali na dva ili tri decimalna mjesta.
U zadatcima koje ¢emo rjesavati izbjegavat ¢emo oznaku za pribliznu vrijednost i naprosto pisati
znak jednakosti. Nadalje, ukoliko budemo imali velike brojeve, ¢esto ¢emo rezultat ostavljati u
obliku razlomaka koji sadrze binomne koeficijente, faktorijele itd.

Primjer 2.15. Kolika je vjerojatnost da ce igrac¢ koji je zaokruzio jednu kombinaciju v igri LOTO
7 od 39 pogoditi
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(a) svih sedam brojeva,
(b) tri broja,
(¢) barem dva broja?
Rjesenge:
(a) Razli¢itih kombinacija ima (379> Povoljna je samo jedna kombinacija zato jer je (;) =1.

Prema tome, vjerojatnost pogotka svih sedam brojeva iznosi

1 1
- - _65.107%
PTTE) T 15380037

7
(b) Tri broja izmedu sedam izvucenih mozemo odabrati na (3> nac¢ina, a Cetiri broja iz skupa

32
od 32 broja koji nisu izvuceni na (4 > nacina. Zato je vjerojatnost dobitka od tri pogotka

jednaka
() 1258600

P37 T 15380037

= 0.082.

(¢) Ako igra¢ pogodi barem 2 broja znaci da je pogodio 2, 3, 4, 5, 6 ili 7 brojeva. Stoga
nam je ovdje lakse racunati pomoc¢u komplementarnog dogadaja. Ako je dogadaj A =
{igra¢ je pogodio barem dva broja}, onda je A = {igra¢ je pogodio jedan ili nijedan broj}.
Slicno kao pod b) vjerojatnost pogotka jednog broja je

(1) () _ 906192

= = =5.89-107?
PET )T T 15380037 !

a niti jednog broja

7\ (32

() (7)
39
(%)

Zbog toga je P(A) = 5.89- 1072 +0.219 = 0.278, pa je vjerojatnost pogotka barem dvaju

brojeva P(A) =1 — P(A) =1 — 0.278 = 0.722.

= 0.219.

Po =

O

Kako bismo $to bolje razumjeli model iz prethodnog primjera, pogledajmo jos jedan primjer s
kartama.

Primjer 2.16. Iz snopa od 52 karte izvlacimo odjednom 5 karata. Kolika je vjerojatnost da medu
izoucenim kartama ima

(a) 4 asa,
(b) 3 asa i 2 kralja,
(c) 1 as, 1 kralj, 1 dama, 1 decko i 1 desetka,

(d) barem jedan as?
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52
Rjesenje: Broj moguéih ishoda, odnosno broj nacina na koje mozemo izvuéi 5 karata je n = ( 5 ) .

- 4 8
(a) Cetiri asa mozemo odabrati na ( 4 nacina, a petu kartu od preostalih 48 karata na < )

.. 4\ (48 .
nacina, odnosno m = 4 1) Zato je

m_ W) gy 100
n

52
(5)

. e . . . . , . 4\ (4 .
(b) Kako imamo po Cetiri asa i kralja, broj povoljnih moguénosti je m = 3) 9 ) pa je

(5) ()

=9.23.1075.

p:

(¢) Ima ukupno po cetiri asa, kralja, dame, decka i desetke, pa je broj povoljnih moguénosti

A\ °
m = (1) . Zato je

m_ (1)
= = 1 = . —4
P= = 3.94-107%

(d) Ovdje vjerojatnost racunamo preko suprotnog dogadaja. Broj izvlacenja u kojima nema niti
48

jednog asa jednak je (5 ), jer odabiremo iz skupa karata koje nisu asevi. Zato je trazena

(3)

p=1- 235 =034

(%)

vjerojatnost jednaka

d

Primjer 2.17. U skupini od deset ljudi, Sest ih ima plave oéi, a cetiri smede oc¢i. Biramo na srecu
tri osobe. Odredite vjerojatnosti sljedecih dogadaja:

A = {sve tri osobe imaju plave oci}
B = {sve tri osobe imaju istu boju ociju}
C = {dvije osobe imaju plave, a jedna smede oci}

0
Rjesenje: Tri osobe iz skupa od 10 ljudi mozemo odabrati na n = <3> nacina. Povoljnih za

6
dogadaj A je m = (3), jer se na toliko nacina mogu odabrati tri osobe iz skupa od Sest osoba s

plavim oc¢ima. Zato je



2.4 Klasi¢ni vjerojatnosni prostor

jer boja oc¢iju odabranih osoba moze biti plava ili smeda. Zato je

om_ (G ¢ 1
PB) = =" =1~ 5

Odredimo broj povoljnih ishoda za dogadaj C. Dvije osobe s plavim o¢ima mozemo odabrati na

6 .. . . 4 ..
9 nacina, a Jednu sa smedim na 1 nacina:
6\ (4 60 1
" (2) (1) 60 (©) =130~ 3

Primjer 2.18. Kolika je vjerojatnost da u skupini od 5 osoba barem dvije slave rodendan istog
dana?

O

Rjesenje: Iskoristit éemo komplementarni dogadaj jer nam je lakse odrediti vjerojatnost da svih
pet osoba slavi rodendan u razli¢itim danima.

Broj svih moguéosti za rodendane jednak je n = 365°, zato jer svaka osoba moze imati rodendan
bilo kojeg od 365 dana u godini. Nadalje, broj moguénosti tako da svaka osoba ima rodendan
razli¢itog dana u godini jednak je m = 365-364-363-362- 361, zato jer dan za prvu osobu mozemo
odabrati na 365 nacina, za drugu osobu na 364 nacina, itd.

Konac¢no, prema formuli za suprotnu vjerojatnost imamo da je

m 365 - 364 - 363 - 362 - 361

p=1-"=1- S5 = 0.027.

O

Primjer 2.19. Lokalni autobus Omis-Split polazi s autobusnog kolodvora uw Omisu i ima sta-
jalista na 10 stanica, ukljucujuci i posljednju u Splitu. U Omisu se u autobus ukrcalo 9 putnika.
Izracunagte vjerojatnosti da

(a) svih 9 putnika izade na razlic¢itim stanicama,
(b) jedan od odabranih putnika (Ivan) izade na posljednjoj stanici,
(c) tocéno 3 putnika izadu na posljednjoj stanici.

Pretpostavlijamo da svaki od 9 putnika s jednakom vjerojatnoscu izlazi na svakoj od 10 stanica te
ne promatramo ostale putnike koji ulaze u autobus.

Rjesenje: Broj moguéih ishoda jednak je n = 10° zato jer svaki putnik moze izaéi na bilo kojoj od
10 stanica.

(a) Povoljnih moguénosti ima m =10-9-8-7-6-5-4-3-2 = 10!, zato jer prvi putnik moze izaéi

na 10 nacina, drugi na 9, tre¢i na 8, ..., te posljednji na preostala 2 nacina. Zbog toga je
m 10!
= —=—=0.004.
P T 10

(b) Ivanova stanica je odredena (to je posljednja), preostalih osam je slobodno. Stoga je m = 108,
pa je

=0.1.

m 108
p=—
n

T 109
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9
(¢) Ocito, 3 putnika koji izlaze na posljednjoj stanici mozemo odabrati na na <3) nacina. Pre-

9
ostalih 6 putnika moze izaé¢i na bilo kojoj od preostalih 9 stanica. Zato je m = 3> 9% pa

trazena vjerojatnost iznosi

2.5 Neki primjeri beskonaénih vjerojatnosnih prostora

U prethodnim tockama smo promatrali razli¢ite vjerojatnosne modele i naucili mnogo o svojstvima
vjerojatnosti. Zajednicko svojstvo u svim primjerima koje smo promatrali je bilo to Sto je skup
svih elementarnih dogadaja bio konacan.

Medutim jos uvijek nismo u stanju odgovoriti na mnoga pitanja vezana uz vrlo jednostavne
modele. Na primjer, bacamo igra¢u kocku sve dok se ne pojavi Sestica. Kolika je vjerojatnost da
se Sestica nikad neée pojaviti? Ili, slu¢ajno odabiremo tocku unutar jedini¢nog kvadrata. Kolika
je vjerojatnost da ¢emo odabrati njegovo srediste? Zajednicko je svojstvo u oba ova pokusa to $to
je skup € elementarnih dogadaja beskonacan.

U prvom slucaju, broj bacanja u kojem se Sestica moze pojaviti je bilo koji prirodni broj,
pa elementarnih dogadaja ima prebrojivo mnogo. Prisjetimo se, prebrojiv skup je skup koji ima
beskona¢no mnogo elemenata, te ¢ije elemente mozemo poredati u niz. Takvi su, na primjer, skup
prirodnih, cijelih i racionalnih brojeva.

U drugom sluc¢aju, elementarni dogadaj je izbor bilo koje tocke unutar kvadrata. Tih dogadaja
ima neprebrojivo mnogo. Prisjetimo se, bilo koji interval ili ¢itav skup realnih brojeva su primjeri
neprebrojivih skupova. Njihove elemente ne mozemo poredati u niz.

Cini se da je vjerojatnost dogadaja u oba spomenuta primjera jednaka nuli. No kako uopée
mozemo racunati vjerojatnost u takvom prostoru? Za razliku od konacnog, u beskona¢nom pro-
storu algebra dogadaja i vjerojatnost moraju zadovoljavati neka dodatna svojstva.

Prisjetimo se, u kona¢nom vjerojatnosnom prostoru izvodili smo operacije unije, presjeka i raz-
like s kona¢no mnogo dogadaja. U beskona¢nom prostoru moramo izvoditi operacije s beskona¢no
mnogo dogadaja. Zbog toga ¢emo zahtijevati da unija prebrojivo mnogo dogadaja takoder bude
dogadaj. Takva algebra dogadaja naziva se o—algebra. Takoder, funkcija vjerojatnosti u takvom
prostoru mora zadovoljavati uvjet prebrojive aditivnosti. Ovdje ¢emo se ogranic¢iti na prebrojive
vjerojatnosne prostore Q = {wy,ws, ...} ¢iji ée svi podskupovi biti dogadaji, te ¢e navedeni uvjeti
biti zadovoljeni.

Pogledajmo nekoliko primjera beskona¢nih prebrojivih vjerojatnosnih prostora.

Primjer 2.20. U kutiji se nalaze tri bijele i tri crne kuglice. Sluc¢ajno izvlacimo kuglice, jednu za
drugom, sve dok ne izvuéemo bijelu kuglicu. Opisite vjerojatnosni prostor, odredite elementarne
dogadaje i pripadne vjerojatnosti u svakom od sljedeéa dva nacina izvlacenja:

(a) nakon izvlaéenja kuglica se vraca u kutiju

(b) izvucéena kuglica ne vrada se natrag.

Rjesenge:

34



2.5 Neki primjeri beskona¢nih vjerojatnosnih prostora

(a) Vjerojatnosni prostor je beskonacan. Elementarni dogadaji i pripadne vjerojatnosti su:

wlzB
UJQZCB
wngCB
wgq = CCCB
wp=C---CB

P(wy) =1/2,

Plwn) = 1/2-1/2,
Plwg) = 1/2-1/2-1/2,
Plws) =1/2-1/2-1/2-1/2,

Plwn) = (1/2)".

(b) U ovom je slucaju vjerojatnosni prostor konac¢an. Sastoji se od Cetiri elementarna dogadaja.

Pripadne vjerojatnosti su redom jednake

w; =B P(wy) = 1/2 =1/2,

wy = CB P(wy) =1/2-3/5 = 3/10,
w3 = CCB P(ws) =1/2-2/5-3/4 = 3/20,
wy=CCCB  Plwy) =1/2-2/5-1/4-3/3 =1/20.

Primjer 2.21. Simetriénu kocku bacamo sve dok se me pojavi Sestica.

(a) Odredite elementarne dogadaje i njihove vjerojatnosti.

(b) Odredite vjerojatnost da se Sestica pojavila u prva tri bacanja.

(¢) Odredite vjerojatnost da se estica nije pojavila u prva tri bacanja.

(d) Odredite vjerojatnost da se Sestica uopce nije pojavila.

Rjesenje: (a) Vjerojatnosni prostor je beskonac¢an. Elementarni dogadaji i pripadne vjerojatnosti

o w1 = 6 P(wl) = 1/67
wy = 66 P(ws) =5/6-1/6,
w3 = 666 P(ws) =5/6-5/6-1/6,
wy = 6666 P(ws) =5/6-5/6-5/6-1/6,
wp=06---66  Pwp)=(5/6)"""-1/6.

(b) Neka je A = {Sestica se pojavila u prva tri bacanja}. Tada je A = {w,ws, w3}, pa je

P(A) = P(w1) 4 P(ws) + P(ws) = 1

5 25

L5 !
6 36

216 216°

(c) Ako se Sestica nije pojavila u prva tri bacanja, onda trazimo vjerojatnost dogadaja A =
{wy4,ws,we, ...}. Prema pravilu komplementa vrijedi

P(A) =1 - P(A)

Isti rezultat mogli smo dobiti i direktno, odnosno

P(A) = >

5

912
o 216 216"
5.5 _ 125
6 6 216
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Razjasnimo zasto je i ovaj naéin rjesavanja ispravan! Naime, kod dogadaja A vazno je samo to da
se Sestica nije pojavila u prva tri bacanja, a sto je bilo poslije, to za ovaj dogadaj nije vazno.

(d) Neka je B = {Sestica se uopce nije pojavila}. Pokazimo da je vjerojatnost dogadaja B jednaka
nuli. U tu svrhu neka je B,, = {Sestica nije pala u prvih n bacanja}. Iz (c) dijela zadatka vidimo
da je P(B,) = (5/6)". O¢ito je B C B,, za svaki prirodan broj n, pa je

P(B) < <Z)n, n € N.

Pustimo li sada da n tezi u beskonaé¢nost, vidimo da izraz (5/6)" tezi k nuli, pa je P(B) =0. O

Prelaskom na limes, u prethodnom primjeru smo koristili takozvano svojstvo neprekinutosti vjero-
jatnosti. Pokazuje se da je to svojstvo ekvivalentno prebrojivoj aditivnosti vjerojatnosti. Dakle, u
slucaju kada vjerojatnost zadovoljava uvjet prebrojive aditivnosti, mozemo koristiti limes, sto ¢e i
biti slu¢aj u problemima koje promatramo.

Primjer 2.22. Simetricnu kocku bacamo sve dok se ne pojavi Sestica. Odredite vjerojatnost da se
Sestica pojavi u neparnom bacanju.

Rjesenje: Ovdje imamo isti vjerojatnosni prostor kao i u prethodnom primjeru. Uz oznake iz tog
primjera trebamo odrediti vjerojatnost dogadaja C' = {w;,ws,ws, ...}. Kako se dogadaj C sastoji
od beskonacno mnogo elementarnih dogadaja, trebat ¢emo izracunati beskona¢nu sumu:

P(C)

P(w1) + P(ws) + P(ws) + - -
1+1<5)2+1<5>4+...
6 6\6 6 \ 6
1+1<25>1+1(25>2+...
6 6 \36 6 \ 36

U prethodnoj sumi prepoznajemo beskonac¢ni konvergentni geometrijski red. Prisjetimo se formule
za sumu tog reda:

a ..
a+aq+aq2+aq3+~~+aq”+~~:iq, gdje je [q] < 1.

I
1
o)
&
.
[¢)

1
U nasem je slucaju a = 5 iq

2.6 Geometrijska vjerojatnost

U prethodnoj tocki vidjeli smo primjere beskona¢nih prebrojivih vjerojatnosnih prostora. Ovdje
¢emo promatrati neke primjere prostora koji nisu prebrojivi.

Promotrimo pokus u kojem biramo na slu¢ajan na¢in tocku unutar kvadrata 2 sa stranicom
duljine 2 cm. Istaknimo jedan podskup tog kvadrata. Neka je A krug upisan u kvadrat €.
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2.6 Geometrijska vjerojatnost

7
N

Biramo 1i tocku unutar kvadrata, mozemo se upitati kolika je vjerojatnost da ¢e ta tocka biti
odabrana unutar kruga. U ovdje opisanom pokusu prirodno je trazenoj vjerojatnosti pridruziti
omjer povrsina kruga i kvadrata. Kako je polumjer upisanog kruga jednak polovini duljine stranice
kvadrata, odnosno 1 cm, povrsina kruga iznosi 127 = 7 cm?. Nadalje, povrsina kvadrata je
22 = 4 cm?, pa promatranom pokusu mozemo pridruziti dogadaj A s pripadnom vjerojatnoséu

P(A) = P{tocka je pala u krug A} = % = 0.785.

Upitamo li se kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrana tocka unutar kvadrata ne upadne u krug,
trebat ¢emo povrsinu dijela kvadrata koji je van kruga podijeliti s povr§inom samog kvadrata.
Ocito, povrsina dijela kvadrata koji je van kruga iznosi (4 —7) cm?, pa mozemo promatrati dogadaj
A s pripadnom vjerojatnoséu

4—7

P(A) = P{tocka nije pala u krug A} = = 0.215.

Dakle, vjerojatnosti smo dobili promatraju¢i omjer povrsina podskupova i ¢itavog kvadrata. Takva
situacija vrijedi i opéenitije, pa pogledajmo stoga definiciju geometrijske vjerojatnosti.

Geometrijska vjerojatnost
Pretpostavimo da sluc¢ajno odabiremo tocku unutar ograni¢enog skupa €2 u prostoru. Tada je

vjerojatnost da tocka padne unutar nekog podskupa A C Q jednaka
A
P(A) = M,
m(§2)
gdje m oznacava mjeru odgovarajuceg skupa. Pri tome je mjera duljina, povrsina ili obujam
danog skupa tocaka. Ovako definiranu vjerojatnost nazivamo geometrijska vjerojatnost.

Prethodnom formulom je doista definirana vjerojatnost. Provjerimo jesu li ispunjena svojstva
1° — 3° iz definicije vjerojatnosti.

1°. U geometrijskoj vjerojatnosti nemogué¢ dogadaj je izbor tocke unutar praznog skupa. Mjera
praznog skupa je 0, pa je

m(0)
P()=—==0.
V) Q)
Nadalje vjerojatnost odabira tocke unutar ¢itavog skupa €2 je siguran dogadaj pa je
m(§})
P(Q)=—==
(€) )

2°. Ako su A i B podskupovi od Q2 takvi da je A C B, onda je m(A) < m(B). Zato je
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3°. Ako su A i B disjunktni podskupovi od 2, onda je mjera njihove unije jednaka zbroju mjera

pojedinih skupova. Zato je vjerojatnost da tocka bude izabrana unutar jednog od podskupova
jednaka:

m(AUB) m(A) m(B)

WOB =@ " m@ T m@

— P(A) + P(B).

U primjerima koji slijede trebat éemo samostalno modelirati problemske zadatke pomoc¢u geometri-
jske vjerojatnosti.

Primjer 2.23. Unutar intervala [0, 1] biraju se na srecu dva broja x i y. Odredite vierojatnost

(a) da brojy bude veéi od dvostrukog broja x,
L ) -
(b) da zbroj brojeva x iy bude manji od T

(¢) da brojevi x iy budu jednaki.

Rjesenge: Izbor dvaju brojeva x i y unutar intervala [0, 1] odgovara izboru jedne tocke (x,y) unutar
jedini¢nog kvadrata [0,1] x [0,1]. Oznacimo taj kvadrat s 2. On predstavlja skup elementarnih
dogadaja. Da bismo odredili trazene vjerojatnosti, moramo izra¢unati povrsinu podskupova od {2
koji odgovaraju tim dogadajima. Povrsina kvadrata je o¢ito m(Q2) = 12 = 1.

(a) Oznacimo s A trazeni dogadaj. Tom dogadaju odgovara skup svih tocaka jedini¢nog kvadrata
za koje je y > 2x. To je skup svih tocaka iznad pravca y = 2z koje se nalaze unutar kvadrata
Q. Prema tome, skup A je pravokutni trokut kojemu je jedna stranica jednaka 1. Odredimo
duljinu druge stranice. Neka je P tocka presjeka pravca y = 2z i kvadrata €2, kao na slici.
Kako je y—koordinata tocke P jednaka 1, iz jednadzbe y = 22 dobivamo da je x—koordinata

te tocke jednaka 7 Zbog toga je povrsina trokuta jednaka m(A)=—--1--= -

2 T2y
A F/

y=2x

Y

Konacno, vjerojatnost dogadaja A je jednaka

2
b
S~—
= [l
—

(b) Neka je B trazeni dogadaj. Dogadaj B predstavlja skup svih tocaka kvadrata Q koje se
5

nalaze ispod pravca y = 1 x.
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5
Odredimo sada koordinate sjecista pravca y = 1 x i kvadrat

a . Kako je y—koordinata

5
tocke P jednaka 1, iz jednadzbe pravca imamo da je njena r—koordinata jednaka r = ——y =

5 1
1 1 = 1 Na isti nac¢in dobivamo koordinate tocke @, tj.

Q = (Li). Zbog toga,

povrsinu lika B ra¢unamo tako da od povrsine kvadrata oduzmemo povrsinu jednakokra¢nog

3
pravokutnog trokuta s katetama duljine T Imamo:

A

Povrsina takvog skupa je 0. Zato je i pripadna vjerojatnost jednaka nuli: birajuéi na srecu
dva broja unutar intervala [0, 1] vjerojatnost da ta dva broja budu jednaka jest 0. To ne znaci
da je ovaj dogadaj nemogué, jer u vjerojatnosnom modelu s neprebrojivo mnogo ishoda (kao
§to je geometrijski model vjerojatnosti) razlikuju se pojmovi nemoguéeg dogadaja i dogadaja
s vjerojatnos¢u nula!l Kao posljedica ovog, dogadaji {r < y} i {z < y} imaju jednaku

vjerojatnost. Isto vrijedi i za slicne skupove.

O

Primjer 2.24. Maja i Ana izlaze navecer neovisno jedna o drugoj, u na sreéu odabranom trenutku
izmedu 21 1 22 sata. Po dolasku uw omiljeni kafi¢ zadrZavaju se na

najkasnije do 22 sata, kad odlaze u disko. Kolika je vjerojatnost da ée se Maja i Ana sresti u
kaficu?

tom mgjestu 20 minuta, ali

Rjesenje: Neka je x trenutak dolaska Maje, a y trenutak dolaska Ane u kafi¢. Brojevi x i y su na
sre¢u odabrani brojevi u intervalu [0,60] (vrijeme brojimo u minutama). Maja i Ana ¢e se sresti
ako je |y — x| < 20. Kako iz |y — z| < 20 slijedi da je —20 < y — 2 < 20 imamo

P{ly —z] <20} = P{-20 <y —x < 20} = P{z — 20 < y < = + 20}.
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A y=x+20

60

y=x-20

20

Y

20 60

Dakle, nacrtamo li u koordinatnom sustavu kvadrat i pravce y = x — 20 i y = x + 20 vidimo kako
moramo izrac¢unati povrsinu izmedu paralelnih pravaca y = x — 20 i y = = + 20 koja se nalazi
unutar kvadrata. Tu povrSinu ra¢unamo tako da od povrsine kvadrata oduzmemo povrsine dvaju
jednakokra¢nih pravokutnih trokuta s katetama duljine 40 (vidi sliku). Dakle,

m(A 602 — 402
P{ly — z| <20} = méﬁg =z - 0.56.

O

Primjer 2.25. Slucajno odabiremo dva broja unutar intervala [0, 1]. Kolika je vjerojatnost da oni
zadovoljavaju sustav nejednadzbi

?+y? < 2
2?4yt < 2 ?

Rjesenje: Kao sto smo veé vidjeli, odabir dvaju brojeva unutar intervala [0, 1] ekvivalentan je
odabiru tocke unutar jedini¢nog kvadrata

Q={(z,y):0<2<1,0<y <1}

Uoc¢imo kako su danim nejednadzbama opisana podruéja unutar dviju kruznica. Naime, trans-
formiranjem nejednadzbe 22 4+ y? < 2z i nadopunjavanjem na potpun kvadrat imamo redom

204y <0 = 2P-22+14+y°<1 = (z-1)>+y° <1,

pa tu nejednadzbu zadovoljavaju sve tocke koje leze unutar kruznice sa sredistem u tocki (1,0) i
polumjerom 1. Sli¢no, nejednadzba x? + y? < 2y se svodi na oblik

4y -2 <0 = 22+t -2y+1<1 =2+ (y—1)?%* <1,
pa je to podrugje unutar kruznice sa sredistem u tocki (0, 1) i polumjerom 1.

Prema tome, dva broja x,y iz intervala [0, 1] zadovoljavaju zadani sustav nejednadzbi ako leze
unutar podruéja omedenog kruznicama (z — 1)2 +y? = 1i 2% + (y — 1)? = 1, kao na slici.
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2.7 Zadatci za ponavljanje

0.1

Uocimo kako se to podrucje sastoji od dva jednaka dijela P; i P». Povrsinu svakog od njih mozemo
dobiti kao razliku povrsine ¢etvrtine kruga i polovine kvadrata, odnosno

127 12 71 1
P)=———=——-.
mb)=F -5 =173
Oznacimo li s A trazeni dogadaj, slijedi da je

s

m(A) = m(Py) + m(Py) =2m(Py) = 5 1,
odnosno S
P(A)—%—zl_ = _1=057.

2.7 Zadatci za ponavljanje

Zadatak 2.1. Neka su A i B dogadaji takvi da je P(4) = 0.6, P(B) = 0.5i P(AU B) = 0.8.
Izracunajte vjerojatnosti sljedeéih dogadaja:

(a) P(ANB),
(b) P(AUB),
(c) P(AnB).
Rjesenje:
(a) Iz formule za vjerojatnost komplementa i de Morganove formule imamo redom
P(ANB)=1-PANB)=1-P(AUB)=1-0.8=0.2.

(b) Kako je P(A) =1— P(A) =1—-0.6 =04, P(B) =1 — P(B) =1 — 0.5 = 0.5, koristenjem

formule za vjerojatnost unije dobivamo:

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) =0.4+0.5—02=0.7.
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(c) Dogadaji AN Bi AN B su disjunktni, a njihova unija je dogadaj B. Zbog toga vrijedi

P(ANB)=P(B)— P(ANB) =0.5—0.2=0.3.
O

Zadatak 2.2. Tri zene i ¢etiri muskarca stoje u redu na Salteru u banci. Kolika je vjerojatnost
da su

(a) Zene na prva tri mjesta u tom redu,
(b) Zene jedna do druge u tom redu?
Rjesenge:

(a) Broj povoljnih moguénosti je n = 7!, jer permutiramo svih 7 ljudi. Kako se Zene nalaze na
prva tri mjesta, njih permutiramo na 3! nac¢ina. MuSkarce permutiramo na preostala ¢etiri
mjesta, pa je broj povoljnih moguénosti m = 3! - 41. Dakle, trazena vjerojatnost iznosi

34l 1

= — = 0.029.
7! 35

p

(b) Kako se zene nalaze jedna do druge, mozemo ih shvatiti kao jedan blok. Dakle, permutiramo
5 objekata (4 muskarca i blok Zena), tako da permutiramo i unutar jednog od objekata.
Prema tome, broj povoljnih moguénosti je m = 5! - 3!, pa vjerojatnost iznosi

503l

1
- — 2 —0.143.
P=—n =7

O

Zadatak 2.3. Baceno je 12 kocaka. Kolika je vjerojatnost da ¢e se svaki od brojeva 1,2,3,4,5,6
pojaviti toéno dvaput?

Rjesenje: Rezultat pokusa je niz od 12 brojeva odabranih iz skupa {1, 2, 3,4,5,6}. Na svakoj kocki
moze se pojaviti bilo koji od tih brojeva, pa je broj svih moguéih ishoda jednak n = 6'2.

S druge strane, povoljnih dogadaja ima isto koliko i razlicitih permutacija (s ponavljanjem)
niza {1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6} jer svaka takva permutacija daje povoljan ishod bacanja:

12!
222222
m = Pj3 = (2!)6.

Tako dobivamo
m 12!

p=- (21)6 - 612

O

Zadatak 2.4. Avion prevozi veliki kontejner s monitorima. U kontejneru je 800 monitora od
kojih je 15 neispravno. Pri slijetanju aviona u zra¢nu luku inspekcija slu¢ajnim odabirom uzima
10 monitora na pregled. Kolika je vjerojatnost da su medu odabranima

(a) to¢no dva neispravna,

42



2.7 Zadatci za ponavljanje

(b) barem tri neispravna?
Rjesenje:
. , .. . 800\ . . . . .
(a) Broj svih moguénosti jednak je n = 10 ) jer se od 800 monitora bira njih 10. Nadalje,

15
od 15 neispravnih, 2 monitora odabiremo na <2> nacina, od preostalih 785 njih 8 biramo

785

3 )(125). Prema tome,

785
na < 8 ) nacina. Zato je broj povoljnih moguénosti jednak m = (

(D))
I

trazena vjerojatnost je

(b) Trazenu vjerojatnost odredit ¢emo pomoéu suprotnog dogadaja. Suprotan dogadaj predsta-
vljaju odabiri u kojima su najvise dva monitora neispravna. Dakle, od svih odabira trebamo
oduzeti one u kojima su 0,1 ili 2 neispravna monitora. Zbog toga vjerojatnost iznosi

G Gyl B G1es)

(81000) - (81000) - (81000)

Dakako, zbog velikih brojeva rjesenje ¢emo ostaviti u ovom obliku.

O

Zadatak 2.5. U urni se nalaze cetiri bijele i tri crne kuglice. Izvla¢imo na sreéu po jednu kuglicu,
bez vracanja, sve dok ne izvu¢emo crnu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da ¢e pokus zavrsiti u prva
Cetiri izvlacenja?

Rjesenje: U ovom slucaju je vjerojatnosni prostor konacan, zato jer ¢e crna kuglica biti izvucéena
u najviSe pet izvlacenja. Odredimo stoga sve elementarne dogadaje i pripadne vjerojatnosti.

wlzC P(wl):3/7 :3/7,
C(JQ:BC P(W2)24/7'3/6 :2/7,
w3 = BBC P(ws) =4/7-3/6-3/5 = 6/35,
wys = BBBC P(wy) =4/7-3/6-2/5-3/4 = 3/35,
ws = BBBBC  P(ws) =4/7-3/6-2/5-1/4-3/3 =1/35.

Kako trazimo vjerojatnost da pokus zavrsi u prva cetiri izvla¢enja, moramo odrediti vjerojatnost
dogadaja A = {wy,ws,ws,ws}. Konacno, kako su dogadaji A i {ws} komplementarni imamo da je
1 34

P(A) =1~ P(ws) =1~ 5= = 5z = 0971

O

Zadatak 2.6. Bacamo igrac¢u kocku sve dok se ne pojavi petica ili Sestica. Kolika je vjerojatnost
da pokus nece zavrsiti u prva tri bacanja kocke?

Rjesenje: Ovdje imamo beskonacan vjerojatnosni prostor. Neka je Q = {wi,wa,...,wn,...}, pri
¢emu w,, oznacava elementarni dogadaj u kojemu je petica ili Sestica postignuta u n—tom bacanju.

Ako je A = {w1,ws,ws}, onda je trazeni dogadaj jednak komplementu od A, tj. trazimo P(A).
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2
Vjerojatnost pojave petice ili Sestice u svakom pojedinom bacanju jednaka je 6= 3 pa je
1
P(W1) = g
2 1 2
P - Z2.-_-Z
(w2) 33
2 21 4
P - Z2.2.-_- =
() 333 27
Prema tome,
1 2 4 19
P(A)=P P P — 424 =2 =
(4) = P(w1) + Plwz) + Plag) = 5 + =+ o2 = o=,
pa je vjerojatnost dogadaja A jednaka
_ 19 8
PA)y=1-PA)=1- 7 =g = 0.296.

O

Zadatak 2.7. Dva automobila, nezavisno jedan od drugog, slu¢ajno dolaze u autopraonicu izmedu
10:00 i 10:45. Prvom automobilu je za pranje potrebno 15 minuta, a drugom 25 minuta. Kolika je
vjerojatnost da niti jedan od njih neée morati ¢ekati na pranje?

Rjesenje: Neka je x trenutak dolaska prvog, a y trenutak dolaska drugog automobila u autopra-
onicu. Brojevi z i y su na sreéu odabrani brojevi u intervalu [0, 45] (vrijeme brojimo u minutama).
Automobili neée morati ¢ekati na pranje ako je y — x > 15 (prvo je doSao prvi automobil) ili
x —y > 25 (prvo je dosao drugi automobil). Prema tome, trazimo vjerojatnost dogadaja

Ply—xz>15iliz—y>25} =P{y >z +15ili y <x — 25}.

A y=x+15

45

15 y=x-25

-
Lol

25 45

Prema tome, nacrtamo li u koordinatnom sustavu kvadrat i pravce y = x + 151y = x — 25 vidimo
kako su povoljni dogadaji one tocke kvadrata koje su iznad prvog ili ispod drugog pravca. Podrucje
iznad pravca y = x4 15 je jednakokrac¢ni pravokutni trokut s katetom duljine 30, a podrucje ispod
pravca y = x — 25 je jednakokracni pravokutni trokut s katetom duljine 20 (vidi sliku). Konag¢no,
vjerojatnost da automobili neée ¢ekati na pranje, iznosi

1-30%2+1-202 650 26

— = 0.321.

Ply>z+15iliy <2 —25} = I = 205 = &1
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3 Uvjetna vjerojatnost

3.1 Uvjetna vjerojatnost

Pretpostavimo da urna sadrzi trideset kuglica oznacenih brojevima 1,2,3,...29,30. Vjerojatnost
izvlacenja kuglice s brojem 1 o¢ito je jednaka 1/30. Nakon izvlaGenja, mi sa sigurnoséu znamo je
li se taj dogadaj ostvario ili ne. Pretpostavimo medutim da je netko pogledao na izvucenu kuglicu
i rekao nam: izvucena je kuglica s neparnim brojem. Kolika je sada vjerojatnost da je izvucena
kuglica s brojem 1?7 Ocito, ta se vjerojatnost promijenila. Kako imamo petnaest moguénosti
1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, 23, 25, 27,29, ta je vjerojatnost jednaka 1/15.

Promotrimo jos jedan primjer pridruzen gornjem slu¢ajnom pokusu s kuglicama. Neka su A i B
dogadaji

A = {izvucena je kuglica s neparnim brojem}

B = {izvucena je kuglica s brojem djeljivim s 3}.

Od 30 elementarnih dogadaja, dogadajima A i B pripadaju sljededi:

A = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, 23,25, 27,29}
B = {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}.
Zato je
15 10
P(A) = — P(B)=—.
(A)=30,  PB) =3

Kolika je vjerojatnost dogadaja A, ako je poznato da se realizirao dogadaj B? U tom je slucaju
dovoljno samo promotriti elementarne dogadaje koji saéinjavaju B (jer samo neki od njih dolaze
u obzir) i medu njima traziti one povoljne za dogadaj A — time trazimo elementarne dogadaje za
presjek ANB tih dogadaja. Ova vjerojatnost ovisi o dogadaju B te je nazivamo uvjetna vjerojatnost
i oznacavamo je simbolom Pg. Uvjetnu vjerojatnost Pg(A) dogadaja A ¢itamo: vjerojatnost od
A uz uvjet B. Iz prethodnih razmatranja imamo da je

Pp(A) = —
B( ) 107
zato jer je AN B ={3,9,15,21,27}.

Definicija uvjetne vjerojatnosti

Kako bismo dobili opéenitu formulu za uvjetnu vjerojatnost, primijetimo da brojnik 5 oznacava
broj elementarnih dogadaja koji su povoljni i za dogadaj A i za dogadaj B. Ve¢ smo vidjeli da je
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UVJETNA VJEROJATNOST

AN B =1{3,9,15,21,27}. Zbog toga, prethodnu vjerojatnost mozemo pisati u sljede¢em obliku:

5 i_P(AﬂB)

10~ 17 T p(B)

Zbog toga je opravdana sljedeca definicija:

Uvjetna vjerojatnost
Neka je B € F dogadaj pozitivne vjerojatnosti: P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost uz uvjet B je

funkcija Pp : F + [0,1] definirana formulom

Pu(A) = P(]‘f(;)B), VA€ F.

Lako se uvjeriti da je prethodnom formulom doista definirana funkcija vjerojatnosti, tj. da zado-
voljava aksiome vjerojatnosti iz tocke 2.2. Uobicajeno je da se uvjetna vjerojatnost Pp oznacava
i formulom P(-|B), dakle, za vjerojatnost dogadaja A uz uvjet B pisat ¢emo P(A|B) umjesto
Pg(A).

Primjer 3.1. Iz snopa od 52 karte slucajno je izvucena jedna karta. Kolika je vjerojatnost da je
ta karta

(a) kralj, ako je poznato da je izvucena karta pik boje,
(b) pik boje, ako je poznato da je izvucena karta kralj?

Rjesenje: Neka je A = {izvucen je kralj}, B = {izvucena je karta pik boje}. Ocito, u (a) dijelu
zadatka trazimo P(A|B), a u (b) dijelu P(B|A). Nadalje, presjek dogadaja Ai B je ANB =
{izvucen je kralj pik boje}. Sada, kako je

4 13
P(A) =5, P(B)=o, PANB) =,
T PANE 1 Lo a1
IR Bt IR T

O

Primjer 3.2. U jednoj kutiji je 8 bijelih i 10 crnih kuglica. Slucajno odabiremo 3 kuglice. Kolika
je vjerojatnost da su sve izvucene kuglice bijele, ako je poznato da su sve izvucene kuglice iste boje?

Rjesenge: Neka je A = {izvucene kuglice su bijele}, B = {izvucene kuglice su iste boje}. Ocito je
AN B = {izvucene kuglice su bijele}, a mi trazimo uvjetnu vjerojatnost P(A|B). Sada je

8 8 10
_l’_
P(ANB) = —(132 i P(B) = 7(3) 18(3).
(5) (5)
Pri tome druga jednakost vrijedi zato $to su povoljne moguénosti odabir triju crvenih ili triju bijelih
kuglica. Kona¢no, dobivamo da je

A 8
P(A|B) = P(P(;)B) = 0 Ef)(l??) = 2—72 =0.3182.

46



3.1 Uvjetna vjerojatnost

B pmy = L paup) = 12

Primjer 3.3. Neka su A i B dogadaji takvi da je P(A) = 30 T T

Odredite uvjetne vjerojatnosti P(A|B) i P(A|B).
Rjesenje: 1z zadanih vjerojatnosti prvo rac¢unamo vjerojatnost presjeka:
13 7 11 5 1

Zatim racunamo uvjetnu vjerojatnost po definiciji:

P(ANB) ¢ 5
“P(B) L

P(A|B) = = —.
P(B) = 14
Buduéi da je uvjetna vjerojatnost i sama vjerojatnost, vrijedi pravilo komplementa:
_ 5 9
= 1 — = 1 _—_— = —,

O

Primjer 3.4. Kolika je vjerojatnost da slucéajno odabrana permutacija skupa {1,2,3,4,5} pocinje
parnom znamenkom, ako je poznato da zavrSava neparnom znamenkom?

Rjesenje: Neka je
A = {permutacija pocinje parnom znamenkom}

B = {permutacija zavrsava neparnom znamenkom}.

Ocito je AN B = {permutacija pocinje parnom te zavrSava neparnom znamenkom}, a mi trazimo
uvjetnu vjerojatnost P(A|B).

Broj permutacija skupa {1,2,3,4,5}, koje zavrsavaju neparnom znamenkom jednak je 3 - 4!, zato
jer kraj mozemo odabrati na tri na¢ina (znamenke 1,3,5), a ostatak permutiramo na 4! nacina.
Zbog toga je

py = 343

5! 5
Sli¢no, broj permutacija koje po¢inju parnim brojem te zavrSavaju neparnim, jednak je 2 -3 - 3!,
zato jer pocetak mozemo odabrati na 2 nacina, kraj na 3 nacina, te ostatak ispermutirati na 3!
nacina. Stoga je

2-3-3! 3
P(ANB)= — = —.
( ) 5! 10
Konaé¢no, iz formule za uvjetnu vjerojatnost imamo
P(ANB) 3
3
5

P(AB) = —= 2 — 10 _ %

P(B)
O
U mnogim primjerima lakse ra¢unamo uvjetnu vjerojatnost nego vjerojatnost presjeka dogadaja.

Stoga se formula za uvjetnu vjerojatnost ¢esto koristi u rac¢unanju presjeka, odnosno umnoska,
dvaju dogadaja:

Vjerojatnost presjeka (umnoska)
Vjerojatnost presjeka dvaju dogadaja racuna se pomoc¢u formule P(A N B) = P(B)P(A|B).

Ako zamijenimo uloge dogadaja A i B (koji oboje imaju pozitivnu vjerojatnost), dobivamo sliénu
formulu
P(ANB)=P(A)P(B|A).
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UVJETNA VJEROJATNOST

Primjer 3.5. U kosari se nalazi 5 jabuka i 10 kruSaka. Izvla¢imo dvije voéke, jednu za drugom,
bez vraéanja. Kolika je vjerojatnost da su izvucene dvije jabuke?

Rjesenje: Vocke izvlac¢imo jednu po jednu. Neka su A i B dogadaji

A = {prva vocka je jabuka}
B = {druga vocka je jabuka}.
Tada je AN B dogadaj ¢iju vjerojatnost trazimo. O¢ito je:
5 1
P(A)=—=—-.
(4) 15 3

Nakon §to izvuc¢emo prvu vocku, u kosari je preostalo ¢etrnaest vocki, od kojih su cetiri jabuke.
Stoga je

4 2
PBIA) =1 =7
Konac¢no, imamo
1 2 2
P(ANB)=P(A)P(B|A) = 3 ==

Uoc¢imo kako smo trazenu vjerojatnost mogli naci i klasi¢nim pristupom:

P(AOB):((125)):221.

Na slican na¢in mozemo ra¢unati i vjerojatnost presjeka vise dogadaja. Na primjer,
P(ANBNC)=P(A)- P(B|A)- P(CIANB).
Mogucée su i druge kombinacije dogadaja s desne strane.

Primjer 3.6. Student polaZe usmeni ispit iz kolegija Vjerojatnost i statistika. Zna odgovore na
35 pitanja od mogucih 50. Ako se tri pitanja izvlace jedno za drugim, bez vraéanja, odredite
vjerojatnost da cée student znati odgovoriti na sva tri pitanja.

Rjesenje: Neka je A trazeni dogadaj i neka je A; = {student zna odgovor na i-to pitanje},
1=1,2,3. Tada je A = A; N Ay N A3 i racunamo vjerojatnost po formuli

P(A) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N Az).
Pojedine vjerojatnosti su

P(A) = 50 zato jer student zna odgovor na 35 pitanja,

P(As|Ay) = 19’ nakon $to je izvuceno pitanje na koje student zna odgovor, ostalo je 49 pitanja
od kojih student zna odgovor na njih 34,

33
P(As|A1NAy) = —.

48
4
Dakle, P(A) = % . i—g . % = 0.334. Do istog rezultata mogli smo do¢i klasi¢nim putem:
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3.2 Nezavisni dogadaji

3.2 Nezavisni dogadaji

U Primjeru 3.5 smo iz kosare izvlacili vocke, jednu za drugom bez vracanja. Dakako, nakon svake
izvucene vocCke vjerojatnost odabira pojedine vrste vo¢a se mijenjala. Prouc¢imo sljede¢i primjer
koji je usko u vezi sa spomenutim primjerom.

Primjer 3.7. U kosari se nalazi 5 jabuka ¢ 10 krusaka. Izvlacimo dvije vocéke, jednu za drugom.
Kolika je vjerojatnost da ée druga izvucena vocka biti jabuka, ako je prva izvucéena vocka bila
jabuka? Kolika je ta vierojatnost ako je prva vocka bila kruska? Izracunajte obje ove vjerojatnosti
u sljedeca dva slucaja:

(a) prva se vocka nakon izvlacenja ne vraéa u koSaru,
(b) prva se voéka nakon izvlacenja vracéa u kosaru.
Rjesenje: Oznacimo s A i B dogadaje

A {prva vocka je jabuka}
B = {druga vocka je jabuka}.
Trazimo uvjetne vierojatnosti P(B|A) i P(B|A). Ocito je
) 1 — 10 2
P(A)=— = PA)=—=-.
(4) 15 3 (4) 15 3
(a) Nakon izvlacenja prve vocke, u kosari imamo jednu vo¢ku manje. Zato je
4 2 — 5
P(B|A) = =7 P(B|A) = 7R

(b) Ako voéku nakon izvlacenja vratimo u koSaru, prije izvlacenja druge vocke imat éemo istu
situaciju: 5 jabuka i 10 krusaka, bez obzira je li se ostvario dogadaj A ili nije:

5 1 — 5 1
P(B|A)=— == P(B|A)=—=—-.
(BlA) =1 =3.  PBMA) ==
Kazemo da realizacija dogadaja A ne utjece na vjerojatnost realizacije dogadaja B. (I

Neka dogadaji A i B imaju pozitivnu vjerojatnost. Neka je P(B|A) = P(B), tj. vjerojatnost
dogadaja B ne mijenja se nakon §to nam je poznato da se realizirao dogadaj A. Tada kazemo da
su A i B nezavisni dogadaji.

U tom slucaju vrijedi
P(ANB)=P(A)P(B|A) = P(A)P(B).
Ako je ispunjena prethodna jednakost, onda za uvjetnu vjerojatnost vrijede sljedece dvije relacije:

P(ANB) P(A)P(B)

_ P(ANB) P(AP(B)
P(A|B) = PB) - BB - P(A)

Definicija i kriterij nezavisnosti dogadaja

Za dogadaje A 1 B kazemo da su nezavisni, ako vrijedi bilo koja od jednakosti: P(A|B) = P(A)
ili P(B|A) = P(B).

NuZzan i dovoljan uvjet za nezavisnost jest relacija P(AN B) = P(A)P(B).
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UVJETNA VJEROJATNOST

Primjer 3.8. Jesu li dogadaji A i B nezavisni ako je P(A) =0.2, P(B)=0.5 ¢ P(AUB) =0.67
Rjesenje: Izratunajmo prvo vjerojatnost presjeka dogadaja A i B:
P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB) = 0.2+ 0.5 — 0.6 = 0.1.

Nadalje, imamo
P(A)P(B)=0.2-0.5=0.1=P(ANB),

pa su dogadaji A i B nezavisni. O

Primjer 3.9. Bacamo dvije kocke. Kolika je vjerojatnost da na prvoj kocki bude prost, a na drugoj
slozen broj?

Rjesenje: Rezultat na jednoj kocki nezavisan je od rezultata na drugoj kocki. Vjerojatnost pojave
prostog broja na prvoj kocki je %, zato jer su mogudi prosti brojevi 2,3,5. Vjerojatnost pojave
slozenog broja na drugoj kocki je % zato jer su mogudi slozeni brojevi 4 1 6. Trazeni dogadaj je

presjek ovih dvaju (nezavisnih) dogadaja, pa je njegova vjerojatnost jednaka % . % = %. ]

Primjer 3.10. Neka su A i B nezavisni dogadaji. DokaZite da su tada dogadaji A i B takoder
NezaViSN.
Rjesenje: 1z pravila komplementa i nezavisnosti dogadaja A i B imamo:

P(A)P(B) = (1 - P(A))P(B) = P(B) — P(A)P(B) = P(B) — P(AN B).

Nadalje, iz Venn-Eulerovih dijagrama lagano uo¢avamo kako su dogadaji AN B i AN B disjunktni,
te je njihova unija jednaka dogadaju B. Zbog toga je

P(ANB)+ P(An B) = P(B),
odakle je P(B) — P(AN B) = P(AN B). Kombinirajuéi ovu relaciju s gornjom relacijom slijedi da
je
P(A)P(B) = P(AN B),
odakle slijedi da su dogadaji A i B nezavisni. |

Nezavisnost skupine dogadaja definira se na slozeniji nacin.

Nezavisnost dogadaja
Dogadaji Ay, As, ..., A, su nezavisni ako za svaki k, 2 < k < n i svaki izbor A4;,, A
nekolicine tih dogadaja vrijedi

P(A,NA,N...NA;,)=P(A;,)P(A,) - P(A;,).

iQ?"'Aik

Primjer 3.11. Kada su tri dogadaja A, B, C nezavisna?

Rjesenje: U skladu s gornjom definicijom mora vrijediti:

P(ANB) = P(A)P(B),

P(BNC) = P(B)P(C),

P(CNA) = P(C)P(A),
P(ANBNC) P(A)P(B)P(C).
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3.2 Nezavisni dogadaji

Prema tome, dogadaji A, B i C' su nezavisni ako i samo ako su ispunjene prethodne cetiri je-
dnakosti. 0

Prema tome, tri dogadaja ne moraju biti nezavisna ako samo zadovoljavaju jednakost
P(ANnBNC)=P(A)P(B)P(C).

Nezavisnost triju dogadaja znaci da ¢e sve uvjetne vjerojatnosti u kojima se ti dogadaji javljaju

biti jednake bezuvjetnima. Tako je, na primjer,

_ P(ANBNC) _ P(AP(B)P(C)
PAIBNO) = —pEre ~ —pmpE@) LW

Sliéno vrijedi i za druge moguée kombinacije uvjetnih vjerojatnosti.
Primjer 3.12. Bacamo dvije kocke. Dani su dogadaji:

A = {na prvoj kocki je pao broj mangi ili jednak 3 },
B
C

{na drugoj kocki je pao broj veéi od 2},

{zbroj dobivenih brojeva je T}.
Da li su dogadaji A, B i C' nezavisni?

Rjesenje: Ovaj pokus mozemo opisati klasi¢nim modelom jer je svaki od 36 elementarnih dogadaja
jednako vjerojatan. Imamo redom:

3-6 1 6-4 2 6 1
Pl=%g=3 TB=55=35 PO=5%=%
Sada, za presjeke dvaju dogadaja vrijedi
3-4 1
P(ANnB) = — =-=P(A)P(B
(ANB) = 52 =2 =PAPB)
4 1
P(B = —=-=P(B)P
(BNC) = == =PBPC),
3 1
P(CNA) = — =_—=pP(C)P(A
(Cna) = === =PC)P(A)

Medutim, dogadaj A N B N C sadrzi samo tri elementarna dogadaja, te vrijedi

1
P(AmBﬂC):i —

1
= =13 * 15 = PAPBIP(O).

Prema tome, dogadaji A, B i C nisu nezavisni, iako je svaki par dogadaja medusobno nezavisan. [

Primjer 3.13. Tri strijelca gadaju metu nezavisno jedan od drugog. Vjerojatnost pogotka prvog
je 0.85, drugog 0.91, a treéeg 0.73. Odredite vjerojatnosti sljedeéih dogadaja:

(a) sva tri strijelca su pogodila metu,
(b) barem jedan strijelac je pogodio metu,

(¢) toéno jedan strijelac je pogodio metu.
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UVJETNA VJEROJATNOST

Rjesenje: Neka je

A = {prvi strijelac je pogodio metu},
B = {drugi strijelac je pogodio metu},
C = {tredi strijelac je pogodio metu}.

(a) Kako su dogadaji A, B i C' nezavisni, imamo da je
P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)=0.85-0.91-0.73 = 0.565.

(b) LakSe nam je izra¢unati vjerojatnost suprotnog dogadaja, odnosno vjerojatnost da niti jedan
strijelac nije pogodio metu. O¢ito, komplementi dogadaja A, B i C' su nezavisni pa je

P(AUBUC)=1-P(ANBNC)=1-PA)P[B)P(C)=1-0.15-0.09 - 0.27 = 0.996.

(¢) Ovdje imamo uniju triju medusobno isklju¢ivih dogadaja, odnosno  dogadaja kod kojih jedan
strijelac pogada, a preostala dva promasuju metu. O¢ito, dogadaji A, B i C su nezavisni. Sli¢no
vrijedi i za preostale kombinacije, pa je vjerojatnost pogotka toc¢no jednog strijelca jednaka

P(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCQO))
=PANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC)

= P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C)
= 0.85-0.09-0.27 + 0.15- 0.91 - 0.27 + 0.15 - 0.09 - 0.73 = 0.067.

3.3 Formula potpune vjerojatnosti

Pri racunanju vjerojatnosti ponekad moramo sve mogucée ishode podijeliti u razlicite skupine.
Pogledajmo sljedeéi primjer.

Primjer 3.14. Prvi stroj daje 4% neispravnih proizvoda, a drugi 5% neispravnih proizvoda. Uzi-
ma se 70 proizvoda proizvedenih na prvom stroju i 30 proizvedenih na drugom stroju te sprema
u skladiste. Iz skladista se slucajno bira jedan proizvod. Kolika je vjerojatnost da je proizvod
ispravan?

Rjesenje: Odaberemo na sre¢u jedan proizvod u skladistu. Dvije su moguénosti:

H; = {proizvod je napravljen na prvom stroju},

H, = {proizvod je napravljen na drugom stroju}.

Vjerojatnosti odabira proizvoda s prvog, odnosno drugog stroja redom su jednake

70 30

Neka je A trazeni dogadaj:

A = {odabran je ispravan proizvod}.
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3.3 Formula potpune vjerojatnosti

Dogadaj A mozemo rastaviti na dva disjunktna dogadaja, tj. vrijedi A = (AN H;)U(ANHy). Pri
tome je:

ANH; = {odabrani ispravni proizvod napravljen je na prvom stroju},
ANHy

{odabrani ispravni proizvod napravljen je na drugom stroju}.

Zato je
P(A)=P(ANH;)+ P(AN Hy).

Vjerojatnosti presjeka dogadaja racunamo na poznati na¢in, pomocu uvjetne vjerojatnosti:
P(ANH,) = P(Hy) - P(A|Hy).

Vjerojatnost da je proizvod ispravan, ako je poznato da je napravljen na prvom stroju je, prema
podatcima

P(A|H) =096 = P(ANH;)=0.7-0.96=0.672.

Analogno tome vrijedi
P(A|lH2) =095 = P(ANH;)=0.3-0.95=0.285.

Sada dobivamo
P(A)=P(ANH;)+ P(AN Hy) = 0.672 4 0.285 = 0.957.

O

Poopc¢imo razmatranje iz prethodnog primjera na slucaj kada se moze pojaviti vise razli¢itih
mogucénosti. Pretpostavimo da skup elementarnih dogadaja mozemo rastaviti u n medusobno
disjunktnih dogadaja:

Q=H UHyU...UH,,
pri ¢emu su dogadaji H;, H; disjunktni za ¢ # j i vrijedi P(H;) > 0 za svaki ¢. Ovakav rastav nazi-
vamo particija vjerojatnosnog prostora. Kazemo jos da familija Hy, Ho, ..., H, ¢ini potpun
sustav dogadaja.

Neka je A C Q bilo koji dogadaj. Familijom H;, Ho, ..., H, i on je rastavljen na dogadaje:

A=(ANnH)U(ANHy)U...U(ANH,).
Kako su dogadaji AN H; medusobno disjunktni, vrijedi:

P(A) = PANH))+P(ANH)+...+ P(ANH,)
= P(H,)P(A|H,) + P(H2)P(A|H) + ...+ P(H,)P(A|H,).

Formula potpune vjerojatnosti
Neka je {Hy, Ha, ..., H,} potpun sustav dogadaja. Za svaki dogadaj A C § vrijedi
P(A) =35, P(H:)P(A|H;).

Dogadaje Hy, Ho, ..., H, nazivamo hipotezama. Tijekom realizacije nekog pokusa ostvaruje se
tocno jedna hipoteza.

Primjer 3.15. Ivan u lijevom dZepu ima dvije kovanice od 2 kune i ¢etiri kovanice od 5 kuna, a
u desnom dzZepu tri kovanice od 2 kune ¢ cetiri od 5 kuna. Ivan slucajno odabire jednu kovanicu iz
lijevog dZepa i prebacuje je u desni dZep. Kolika je vjerojatnost da nakon toga on iz desnog dZepa
izouce kovanicu od 5 kuna?
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UVJETNA VJEROJATNOST

Rjesenje: Vjerojatnost izbora kovanice od 5 kuna ovisi o tome koja je kovanica prebacena iz lijevog
u desni dzep. Postavimo sljedeée hipoteze:

Hy, = {iz lijevog dzepa je prebacena kovanica od 2 kune}, P(H;)=

Wl N Wl

H, = {iz lijevog dzepa je prebacena kovanica od 5 kuna}, P(Hz) = —.
Oznagimo s A dogadaj ¢iju vjerojatnost trazimo: iz desnog dzepa je izvucena kovanica od 5 kuna.
Ako se ostvari prva hipoteza, tada se u desnom dzepu nalaze po ¢Cetiri kovanice od po 2 i 5 kuna.

Zato je

1
P(A|H) = 3.

Ako se ostvari druga hipoteza, tada se u desnom dzepu nalaze tri kovanice od 2 kune i pet kovanica
od 5 kuna. Zato je

5
P(A|Hy) = 3
Prema formuli potpune vjerojatnosti vrijedi
P(A) = P(H)P(A|H)) + P(Hy)P(A|Hy) = . 1 4 2.5 - T
o ! ? 2732738 T 12

O

Primjer 3.16. Kako nije bio potpuno siguran u dijagnozu, lijecnik je pacijentu propisao tri ra-
zlicita lijeka koja mora redovito piti. Vjerojatnosti da pacijent pozitivno reagira na svaki od triju
propisanih lijekova ne ovise jedna o drugoj i iznose 0.7. Ako pacijent pozitivno reagira na jedan
lyjek, vjerojatnost da ée on ozdraviti iznost 0.5, ako pozitivno reagira na dva lijeka, ozdravit cée s
vjerojatnoséu 0.7, a ako pozitivno reagira na sva tri lijeka, ozdravit ée s vjerojatnoséu 0.9. Nadi
vjerojatnost da pacijent ozdravi.

Rjesenje: Oznacéimo dogadaj i hipoteze:

A = {pacijent je ozdravio},
H;

{pacijent pozitivno reagira na i lijekova}, ¢=0,1,2,3.

Tada je
3 3 2 3 2 3
P(Hp)=10.3>, P(H;)= 1 -0.7-0.3%, P(H,) = 9 -0.7%-0.3, P(H3)=0.7°.
Prema uvjetima zadatka vrijedi:

P(A|Hy) =0,  P(A|Hy) =05,  P(A|H,)=0.7,  P(A|Hs)=0.9.

Konag¢no, po formuli uvjetne vjerojatnosti imamo

3
P(A) =) P(H;)P(A|H;) = 0.712.
=0
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3.4 Bayesova formula

3.4 Bayesova formula

Iz poznatih relacija
P(ANB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

mozemo napisati

P(B)P(A|B)
P(B|A) = ——1—~.
(Bl4) P(A)
Ovu formulu koristimo uglavnom onda kada je dogadaj B jedna od hipoteza H,, Hs,..., H,, na
koje je razbijen skup :
P(H;)P(A|H;
P(H;|A) = —( )P(A| )

P(A)

Pritom se vjerojatnost P(A) ra¢una uglavnom pomocu formule potpune vjerojatnosti. Tako dobi-
vamo Bayesovu formulu.

Bayesova formula
Ako su Hy, Hs, ..., H, hipoteze te A dogadaj, onda vrijedi:
P(H;)P(A|H;
P(H,|A) = < D PATT)
Zj:l P(Hj)P(A|Hj)

Bayesovu formulu koristimo pri ra¢unanju aposteriornih vjerojatnosti pojedinih hipoteza. Prije
pocetka pokusa svaka hipoteza ima svoju vjerojatnost realizacije P(H;). Nakon realizacije pokusa,
ako znamo koji se elementarni dogadaj ostvario, tada je nestala neizvjesnost: ostvarila se samo
jedna od mogucih hipoteza Hi, Hs, ..., H,, dok za sve ostale znamo sa sigurnoséu da se nisu
ostvarile.

Pretpostavimo medutim da nam nije poznato koji se elementarni dogadaj ostvario, ve¢ um-
jesto toga znamo da se ostvario dogadaj A C €. U tom slu¢aju ne znamo toc¢no koja je od
hipoteza Hi, Hs, ..., H, nastupila, ali dodatna informacija o realizaciji dogadaja A mijenja apri-
orne vjerojatnosti pojedinih hipoteza. Pomoc¢u Bayesove formule racunamo uvjetne vjerojat-
nosti P(H,|A), P(Hz|A),...,P(H,|A), koje nazivamo aposteriornim vjerojatnostima pojedinih
hipoteza. Uoc¢imo jos kako je zbroj vjerojatnosti svih aposteriornih hipoteza jednak 1.

Primjer 3.17. Bacamo kocku. Neka su H, i Ho hipoteze

H, = {kocka pokazuje parni broj},
Hy = {kocka pokazuje neparni broj},

te neka je A dogadaj

A = {kocka pokazuje broj manji od 4}.
Odredite vjerojatnosti aposteriornih hipoteza P(H;|A) i P(Hz|A).
Rjesenje: Prije bacanja kocke, apriorne vjerojatnosti pojedinih hipoteza su

P(Hl):%a P(Hz):%-

Lagano rac¢unamo i uvjetne vjerojatnosti dogadaja A:

1

PAIHY) = .

2
P(A[H) = 3.

%)



UVJETNA VJEROJATNOST

Izracunajmo sada aposteriorne vjerojatnosti pojedinih hipoteza. Ako se ostvario dogadaj A =
{1,2,3}, onda oc¢ito hipoteza Hj postaje vjerojatnija od hipoteze Hy, buduéi da dogadaj A sadrzi
dva neparna i samo jedan paran broj.

Konac¢no, prema Bayesovoj formuli dobivamo nove, aposteriorne vjerojatnosti:

1.1

P(Hy|A) = P(Hlllig‘;”Hl) — 15 %
1.2

P(Hy|4) = P(H2}))€fl‘)‘1|H2) —25.2

O

Primjer 3.18. U vreéi se nalazi 5 novéi¢a medu kojima je jedan lazni jer ima pismo s obje strane.
Sluc¢ajno odabrani novcié baca se 3 puta i svaki se put pojavi pismo. Kolika je vjerojatnost da je
odabran lazni novcié?

Rjesenje: Slucajni pokus je bacanje nové¢ic¢a tri puta. Dakle, ishode dijelimo prema tome je li
bacan lazni ili pravi novéi¢. Prema tome, imamo sljedeée hipoteze:

H; = {odabran je lazni novéi¢}, P(H;)=

v s O =

H; = {odabran je pravi nové¢i¢}, P(Hjy) =

No, ishod pokusa je poznat — tri pisma. Zanima nas vjerojatnost hipoteze H;, nakon $to znamo
da se ostvario dogadaj A = {pala su tri pisma}. Dakle, trebamo izracunati P(H;|A).
Izracunajmo prvo uvjetne vjerojatnosti. Ocito je

3
PAH) =1,  P(A|H,) = (1) L

Sada, prema Bayesovoj formuli imamo:

) P(H,)P(A|H)) __5
P(H|A) = P(H,)P(A|H,) + P(Hy)P(A|Hy) 1. 5

(S

—

+

ol |
|

Wl N

O

Primjer 3.19. U prvoj posudi nalaze se 3 jestive i 3 otrovne gljive, a u drugoj 4 jestive @ 2
otrovne. Iz prve posude na sreé¢u odabiremo dvije gljive i prebacimo th u drugu. Zatim iz druge
posude izvlacimo jednu gljivu.

(a) Kolika je vjerojatnost da izvudena gljiva iz druge posude bude jestiva?

(b) Odredite vjerojatnost da su obje gljive prebacene iz prve posude bile jestive, ako je iz druge
izvucena jestiva gljiva.

Rjesenje: (a) Nazovimo trazeni dogadaj

A = {gljiva izvucena iz druge posude je jestiva}.
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3.4 Bayesova formula

Pri prebacivanju dviju gljiva u drugu posudu postoje tri mogucénosti:

3
1
Hy = {niti jedna prebacena gljiva nije jestiva}, P(Hy) = Eg; =,
2
MG 3
H; = {jedna prebacena gljiva je jestiva}, P(Hy) = 1(6)1 =%
2
() _1
H, = {obje prebacene gljive su jestive}, P(Hy) = (%) =%
2
Vrijedi
1 5 3
P(A|Hy) = 3 P(A|H,) = 3’ P(A|Hy) = T

Po formuli potpune vjerojatnosti dobivamo

P(A) = Z P(H;)P(A|H;) =

+

5
.

> w

oo | Tt
ot =

1,3
2 5

ot —

(b) Uocimo kako smo dio ovog zadatka veé rijesili u (a) dijelu. Trebamo izracunati P(Hy|A).
Stoga, iz Bayesove formule imamo:
P(H,)P(A|H,) 5:1_6

PULIA = S Py~

o]

O

Primjer 3.20. U jednoj od anketa provedenih prije predsjednickih izbora, 41% gradana je podrZalo
kandidata X.Y., 37% gradana ga nije podrzalo, a 22% gradana nije imalo izgradeno misljenje o
kandidatu. Od onih koji podriavaju kandidata X.Y, 62% je s visokim obrazovanjem, od onih koji
ga ne podrzavaju 40% je s visokim obrazovanjem, a od neodlucnih je 15% s visokim obrazovanjem.
Nowvinar politickog tjednika slucajnim odabirom wupita jednog od anketiranih, visoko obrazovanog
gradanina da li podrZava kandidata X.Y., na sto mu on nije htio odgovoriti. Kolika je vjerojatnost
da taj gradanin ne podriava kandidata X.Y.?

Rjesenge: Stavimo A = {gradanin je visoko obrazovan}. Imamo sljedeée hipoteze

H; = {gradanin podrzava predsjednickog kandidata}, P(H,) =041,
H; = {gradanin ne podrzava predsjednickog kandidata}, P(H;) = 0.37,
Hs; = {gradanin nema izgradeno misljenje o kandidatu}, P(H3) =0.22.

Nadalje, poznate su nam i uvjetne vjerojatnosti:
P(A|Hy) =0.62, P(A|Hy)=0.40, P(A|Hs3)=0.15.

Sada ra¢unamo vjerojatnost da gradanin ne podrzava predsjednickog kandidata, ako znamo da je
visoko obrazovan, odnosno P(Hz|A):

_ P(Hy)P(AlH) 0.37-04 B
Y2 P(H)P(A|H;) 0.41-0.62+0.37-0.4+40.22-0.15

P(H|A) 0.34.
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UVJETNA VJEROJATNOST

3.5 Zadatci za ponavljanje

Zadatak 3.1. Neka su A i B dogadaji takvi da je P(A) =
je P(BJ|A)?

2 1
. P(B) =3 iP(ANB) = 5. Koliko

Rjesenje: Iskoristimo li formulu za uvjetnu vjerojatnost i de Morganovu formulu za komplement
unije, imamo da je
P(BNnA) P(AUB) 1-P(AUB)

P(Bl4) = PA) ~ P@A)  1-P(4)

Iz formule za vjerojatnost unije imamo da je

P(AUB) = P(4)+ P(B) - P(ANB)= | 42— =2,

pa uvrstavanjem u prethodnu formulu dobivamo

P(B|4) = 1: =

ot

N
Ol N

Zadatak 3.2. Pokus se sastoji u bacanju dviju kocaka. Promatramo dogadaje

A = {pojavila se barem jedna Cetvorka},
B

C = {pojavio se jedan paran i jedan neparan broj}.

{pojavila se barem jedna dvojka},

(a) Odredite uvjetnu vjerojatnost P(B|C)

(b) Ispitajte da li su dogadaji A i B nezavisni.
Rjesenje:

(a) Iz formule za uvjetnu vjerojatnost imamo da je

P(Bic) = PR E,

pa moramo izrac¢unati vjerojatnosti dogadaja BN C i C. Dogadaj B N C predstavljaju svi
ishodi koji sadrze jednu dvojku i jedan neparan broj, pa je

1-3+3-1 1
PBN(C)= ——— = —.
( ) 36 6
Sli¢no je
3-3+3-3 1
P = = —
(@) %6 5
pa je
i
P(B|C):%:f.
5 3
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3.5 Zadatci za ponavljanje

(b) Dogadaji A i B su nezavisni ako vrijedi jednakost P(A N B) = P(A) - P(B), pa moramo
izracunati vjerojatnosti pripadnih dogadaja. Primjenom pravila komplementa imamo da je

P(A)=P(B)=1— (2)2 = %

Nadalje, dogadaj A N B sadrzi samo dva elementarna dogadaja (to su (2,4) i (4,2)), pa je

2 1
P(ANB)=—=—.
( ) 36 18
Konacno, dogadaji A i B su zavisni zato jer je
1 121 1 11
P(ANB)=—# — = —.-—=P(A)- P(B).
( ) 18 7 1296 36 36 (4)- P(B)

Zadatak 3.3. Bacamo cetiri igrace kocke. Zadani su dogadaji

A = {pala su Cetiri razli¢ita broja},

B = {pala je barem jedna jedinica}.
Izracunajte uvjetne vjerojatnosti P(A|B) i P(B|A) te ispitajte da li su dogadaji A i B nezavisni.

Rjesenje: Trebamo izra¢unati vjerojatnosti dogadaja A, B i AN B. Lagano dobivamo

6-5-4-3 5

P4) = —ag— =19
5\* 671

P(B) = 1_(()’) = 1296

pri cemu smo kod dogadaja B koristili pravilo komplementa. Nadalje, dogadaj A N B sastoji se od
uredenih ¢etvorki s razli¢itim brojevima i toéno jednom jedinicom. Kako jedinicu mozemo odabrati
na jednoj od cetiriju kocaka, imamo da je

B (‘1‘)-5~4.3_ 5

Zato su trazene uvjetne vjerojatnosti redom jednake

P(ANB) _ 3 240

P(A|B) = = =
P(B) % 671
1 P(B‘A)iP(AmB)iziig
P(A) 1—58 3
Prema tome, dogadaji A i B su zavisni zato jer je
5 5 671

P(ANB)=—# —-—— = P(A)P(B).
(4N B) 27#18 1296 (A)P(B)
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UVJETNA VJEROJATNOST

Zadatak 3.4. Vjerojatnosti pogotka u metu za svakog od tri strijelca su redom 0.8, 0.6, 0.5.
Kolika je vjerojatnost da ¢e meta biti pogodena to¢no dvaput?

Rjesenje: Oznacimo dogadaje:

A = {prvi strijelac je pogodio metu},
B = {drugi strijelac je pogodio metu},
C = {tredi strijelac je pogodio metu}.

Ovdje imamo uniju triju medusobno disjunktnih dogadaja, odnosno dogadaja kod kojih dva stri-
jelca pogadaju, a jedan promasuje metu. Kako su dogadaji A, B,C nezavisni, slijedi da su i
dogadaji A, B, C nezavisni. Sliéno vrijedi i za preostale kombinacije, pa je vjerojatnost pogotka
tocno dvaju strijelaca jednaka

P(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCQC))

P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC)
P
0.2

(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C) + P(A)P(B)P(C)
£0.6-0.5+0.8-0.4-0.5+0.8-0.6- 0.5 = 0.46.

O

Zadatak 3.5. Gospodin Sporka¢un ima u ponedjeljak ujutro u ladici 10 pari éarapa od kojih su
4 para prljavih. Oblaéi jedan par ¢arapa i navecer ga vrac¢a u ladicu.

(a) Kolika je vjerojatnost da ée u utorak obudéi ¢iste ¢arape?
(b) Kolika je vjerojatnost da ¢e u srijedu obuéi ¢iste carape?

(c) Ako je gospodin Sporkaéun u srijedu obukao Giste carape, kolika je vjerojatnost da je u
ponedjeljak i utorak obukao Ciste carape?
Rjesenge:

(a) Vjerojatnost da gospodin Sporkaéun u utorak obude Ciste Garape ovisi o tome kakve je carape
obukao u ponedjeljak. Zato postavljamo sljedece hipoteze i ra¢unamo njihove vjerojatnosti:

6
H, = {ponedjeljak ciste}, P(H;)= 10’
4
Hy; = {ponedjeljak prljave}, P(Hs) = 0
Oznacimo s A trazeni dogadaj. Ako je gospodin Sporkaéun u ponedjeljak obukao Giste carape,
onda je P(A|Hy) = %, a ako je obukao prljave, onda je P(A|Hz) = % Uvrstimo li dobivene

vjerojatnosti u formulu za potpunu vjerojatnost dobivamo

4
0.5, 2.8 g5

P(A) = P(H,)- P(A|H,) + P(H,) - P(A|H,) = 0 10710 10

(b) U ovom slucaju trazena vjerojatnost ovisi o tome kakve ¢e ¢arape gospodin Sporkaéun obuéi
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3.5 Zadatci za ponavljanje

u ponedjeljak i utorak. Zbog toga imamo cetiri hipoteze:

6 5
H, = {ponedjeljak i utorak ciste}, P(H;)= 10" 10
H, = {ponedjeljak ciste, utorak prljave}, P(Hz) = % : %
4
Hs; = {ponedjeljak prljave, utorak ciste}, P(H3)= 0" %
4 4
H, = {ponedjeljak i utorak prljave}, P(H4)= 0 1o
Ukoliko s B oznac¢imo trazeni dogadaj, onda su uvjetne vjerojatnosti redom jednake:
P(BIHy) = o, P(BIH:)= . P(BIHy) = - P(B|H:)= -
Y0 Y0 Tk Y10

Konacno, uvrstimo 1li dobivene podatke u formulu za potpunu vjerojatnost imamo da je

P(B) = _ P(H;)P(B|H;) = 0.486.

i=1

(¢) Uz oznake kao u (b) dijelu zadatka trazimo vjerojatnost P(H;|B). Prema Bayesovoj formuli

imamo da je
P(H,)P(B|H;)  0.3-04

ST P(H)P(B|H)  0.436

P(Hy|B) = = 0.247.

O

Zadatak 3.6. Utvrdeno je da 34% ljudi ima krvnu grupu 0, 37% ljudi grupu A, 21% grupu B i 8%
krvnu grupu AB. Kod transfuzije, osim svoje krvne grupe, osoba krvne grupe AB moze primiti bilo
koju grupu, osoba krvne grupe A ili B moze primiti krvnu grupu 0, a osoba krvne grupe 0 ne moze
nista primiti osim svoje krvne grupe 0.

(a) Odredite vjerojatnost da slu¢ajno odabrana osoba moze primiti krv od slu¢ajno odabrane
osobe.

(b) Ukoliko je osoba uspjesno primila krv, kolika je vjerojatnost da ona ima krvnu grupu AB?
Rjesenge:

(a) Neka je A trazeni dogadaj, tj. A = {slucajno odabrana osoba je uspjesno primila krv}.
Imamo ¢etiri moguce hipoteze:

H, = {slucajno odabrana osoba ima krvnu grupu 0},
H; = {slucajno odabrana osoba ima krvnu grupu A},
Hs = {slucajno odabrana osoba ima krvnu grupu B},
H, = {slucajno odabrana osoba ima krvnu grupu AB}.

Prema uvjetu zadatka je P(Hy) = 0.34, P(Hz) = 0.37, P(H3) = 0.21 i P(Hy) = 0.08.
Kako osoba krvne grupe 0 moze primiti samo svoju krvnu grupu imamo da je P(A|Hy) =
0.34. Sli¢no, imamo da je P(A|H3) = 0.34 + 0.37 = 0.71, P(A|H3) = 0.34 + 0.21 = 0.55 i
P(A|H4) = 0.34 4+ 0.37 4 0.21 + 0.08 = 1. Zbog toga je
4
P(A) = P(H;)P(A|H;) = 0.574.

i=1
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UVJETNA VJEROJATNOST

(b) Uz oznake kao u (a) dijelu zadatka trazimo vjerojatnost P(Hy|A). Prema Bayesovoj formuli

dobivamo P o
P(|A) = o TP 008 L 130,
S P(H;)P(A|H;)  0.574

O
Zadatak 3.7. Ako su A, B i C nezavisni dogadaji, onda su A i BUC' takoder nezavisni. Dokazite!

Rjesenge: Trebamo pokazati da vrijedi relacija P(AN(BUC)) = P(A)P(BUC). Krenimo od lijeve
strane jednakosti. Iskoristimo li distributivnost presjeka i unije dogadaja te formulu za vjerojatnost
unije, imamo da je

P(AN(BUC)) = P(ANB)U(ANC))
P(ANB)+ P(ANC)—-P(ANBNC).

Sada, kako su dogadaji A, B, C nezavisni, vrijedi P(AN B) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C)
iP(ANBNC)=P(A)P(B)P(C), pa je

P(AN(BUC)) = P(AP(B)+ P(A)P(C)— P(A)P(B)P(C)
= P(A)[P(B)+ P(C)— P(B)P(C)]
= P(A)P(BUCQC),
§to je i trebalo dokazati. ([l
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4 Diskretne slucajne varijable

4.1 Diskretne slucajne varijable

U vezi sa slu¢ajnim pokusima najcesée provodimo nekakva mjerenja, tj. svakom rezultatu slucajnog
pokusa pridruzujemo neki realan broj. Prema tome, vazno je promatrati realne funkcije na vjero-
jatnosnom prostoru 2, koje ¢emo zvati sluc¢ajne varijable. Promotrimo, na primjer, sluc¢ajni
pokus bacanja kocke. Tu je prirodno svakom elementarnom dogadaju pridruziti broj na koji je
kocka pala. Time je definirana slucajna varijabla Q — {1,2,3,4,5,6}.

Uz jedan slu¢ajni pokus moze biti povezano i vise slu¢ajnih varijabli. Na primjer, ako bacamo
dvije kocke, onda se kao slucajne varijable pridruzene tom pokusu mogu uzeti zbroj brojeva na
kockama, apsolutna vrijednost razlike brojeva na kockama, veé¢i od brojeva na kockama, razlika
kvadrata brojeva na kockama itd.

Ocito, u slucaju diskretnog vjerojatnosnog prostora slucajna varijabla moze poprimiti najvise
prebrojivo mnogo razli¢itih vrijednosti. No, prirodno je pretpostaviti da neka slucajna varijabla
moze poprimiti sve realne vrijednosti ili vrijednosti iz nekog intervala. Prema tome, razliku-
jemo dvije vrste sluc¢ajnih varijabli: diskretne i neprekinute slucajne varijable. U ovom poglavlju
proucavat ¢emo diskretne slucajne varijable.

Neka je S = {1, x2,...} podskup skupa prirodnih ili cijelih brojeva (konacan ili beskona¢no
prebrojiv). Promatrat ¢emo slucajne varijable koje svakom elementarnom dogadaju pridruzuju
neku vrijednost iz skupa S. Neka je X preslikavanje sa skupa Q u skup S. Naravno, uz to je
preslikavanje prirodno postaviti pitanje ”kolika je vjerojatnost da slucajna varijabla poprimi neku
vrijednost x; iz skupa S”. Zbog toga skup

A ={weQ: X(w) =}

mora biti dogadaj, odnosno element o—algebre F svih dogadaja. Ako je taj uvjet ispunjen, za
preslikavanje X ¢emo reéi da je slucajna varijabla.

Slucajna varijabla

Preslikavanje X : Q2 — S je diskretna slucajna varijabla ako je za svaki x; € S skup
A ={weQ: X(w) =2} dogadaj. Oznacimo p; := P(4;) = P(X = ;).

Za ove brojeve je p; > 01 Y. p; = 1. Zakon razdiobe slucajne varijable X sastoji se od
podruéja vrijednosti koje ona poprima i odgovarajué¢ih vjerojatnosti. PiSemo

X ~ Tr1 T2 X3
pP1 P2 D3

Pogledajmo sada u konkretnim slucajevima neke primjere slucajnih varijabli.

Primjer 4.1. Bacamo tri igrace kocke. Neka slucajna varijabla X biljezi broj Sestica. Odredite
razdiobu te slucajne varijable.
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DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

Rjesenje: Vjerojatnosni prostor sastoji se od osam elementarnih dogadaja. Ispis§imo ih, te nazna¢imo
odgovarajuce vrijednosti sluc¢ajne varijable X:

w1 :666, X(wl) =0
Wy = 666, X(WQ) =1
W3:666, X(W3):1
wy =666, X(wy) =2
W5 = 666, X(w5) =1
wg =666, X(wg) =2
wr =660, X(wr) =2
(4)8:6667 X(wg):?).

Pri tome 6 oznacava pojavljivanje Sestice, a 6 komplementarni dogadaj. Vidimo da X poprima
vrijednosti u skupu {0, 1,2, 3}, a vjerojatnosti su

o= P(X=0)=Pl)= 5o,
pr = P(X=1)= Pl{us,us,05)) =3 or = o0,
o= P(X=2)= Pllwnwewr)) =3 5oe = 50
po= P(X=3)=Plus) = 5

Dakle, zakon razdiobe slucajne varijable X je X ~ & 715 125 i ) .

. . o . ..\ 216 216 216 216
Uoc¢imo kao je zbroj svih vjerojatnosti u razdiobi jednak 1. O

Primjer 4.2. U kutiji se nalazi 7 kuglica od kojih su 3 bijele. Slucajno odabiremo 3 kuglice te neka
sluc¢ajna varijabla biljezi broj izvucenih bijelih kuglica. Odredite razdiobu slucajne varijable X .

Rjesenje: Slucajna varijabla X moze poprimiti vrijednosti iz skupa {0, 1,2, 3}, ovisno o tome koliko
je bijelih kuglica izvuceno. Sada imamo redom

_ )4
_ o WE) 18
S
_ o B 12
_ ()1
Prema tome, zakon razdiobe sluc¢ajne varijable X je X ~ ( 2 é L22 i ) . [
35 35 35 35

Na razdiobu iz prethodnog primjera ponovo ¢emo se vratiti u tocki 4.3.
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4.1 Diskretne slucajne varijable

Nezavisne slucajne varijable

Promotrimo jednostavan pokus u kojemu bacamo dvije kocke. Neka X biljezi broj na prvoj
kocki, a Y broj na drugoj kocki. Prirodno je pretpostaviti da dobiveni brojevi na kockama ne ovise
jedan o drugome. Tako na primjer, vrijedi

1 1 1
P(X:47Y:5):P({475}):*Z*'*ZP(X:4)-P(Y:5)
36 6 6
Sli¢no je
P(X<3Y>3)—E—§ é—P(X<3) P(Y >3)
-7 =736 6 6 - =
ili 5 L3
P(X:3,3§Y§5):%:6~6:P(X:3)~P(3§Y§5).

Navedeni primjeri upucuju nas na prirodnu definiciju nezavisnosti sluc¢ajnih varijabli.

Nezavisne slucajne varijable - definicija
Slucajne varijable X,Y :  — S su nezavisne ako za sve z;,y; € S vrijedi

Iz prethodne definicije lako se izvodi vazno svojstvo nezavisnih sluc¢ajnih varijabli.

Nezavisne slu¢ajne varijable - osnovno svojstvo
Ako su X, Y : Q +— S nezavisne sluc¢ajne varijable, onda za sve A, B C S vrijedi relacija
P(X e AYeB)=PX e A)P(Y € B)

Definicija nezavisnosti prosiruje se i na skup od konaé¢no ili prebrojivo mnogo sluc¢ajnih varijabli:

Nezavisnost niza sluéajnih varijabli
Slucajne varijable Xy, Xo, ..., X,, definirane na istom vjerojatnosnom prostoru su nezavisne, ako
za sve Ay, Aa, ..., Ay, C S vrijedi

P(X1 €A, Xo€ Ay,...,X,, € A,)=P(X1 € A))P(Xas € Ay)--- P(X,, € Ay,).

Primjer 4.3. Bacamo novci¢ sve dok se ne pojavi pismo. Neka slu¢ajna varijabla X oznacava
potreban broj bacanja. Odredite zakon razdiobe slucajne varijable X .

Rjesenje: Oznacimo sa X; slucajne varijable: rezultate i—tog bacanja. Preciznije,

0 1
Xi""(] 1)7
2 2

pri cemu sluc¢ajna varijabla X; poprima vrijednost 1 ako se pojavilo pismo, te vrijednost 0 inace.
Ocito, slucajne varijable X; su nezavisne i jednako distribuirane. Sada imamo:

P(in)zP(Xl:0,X2:O,...,Xn,1:(),Xn:1)

(T oy
T \2 2 \2/ " ="



DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

Dakle, zakon razdiobe slucajne varijable X glasi
X~ (

Funkcije diskretnih slucajnih varijabli

Nl—= =
=N
—~
=
~— :
3
N—

Neka je X diskretna sluc¢ajna varijabla s poznatim zakonom razdiobe, ¢ : R — R zadana funkcija
1Y = ¢(X). Ako je
X ~ < xrT X2 N )
P p2 ...
zakon razdiobe varijable X, tada je

v o < ¢(z1)  d(x2) )

D1 D2

zakon razdiobe varijable Y. Njega dovodimo na reducirani oblik

N
qQ q2 ...

gdje su yi1,ys,... sve razlicite vrijednosti iz skupa {¢(z1),d(x2),...}, pri ¢emu se odgovarajuce
vjerojatnosti zbrajaju. Pogledajmo konkretan primjer:

Primjer 4.4. Sluc¢ajna varijabla X ima zakon razdiobe
-3 -2 2 3
X~ < 0.5 0.1 0.2 02 )

Odredite zakon razdiobe varijable Y = X*.
v 81 16 16 81 \ [ 16 81
05 0.1 02 02 ) \ 03 07

Primjer 4.5. Nezavisne slucajne varijable X1 i Xo imaju isti zakon razdiobe

-1 0 1
XI’XQN(O.Q 0.7 o.1>'

Odredite zakon razdiobe slucajnih varijabli Y = X7 + Xo i Z = X1 Xs.

Rjesenge:

Rjesenje: Slu¢ajna varijabla Y poprima vrijednosti u skupu {—2,—1,0,1,2} s vjerojatnostima

=P(X;=-1,X,=-1)=02-0.2 = 0.04,
“1)=P(X;=-1,Xy=0)+ P(X; =0,Xy = —1) =2-0.2- 0.7 = 0.28,
PY =0)=P(X;=-1,Xo=1)+P(X; =0,X, =0) + P(X; =1, X, = —1)
=2.0.2-0.140.7-0.7 = 0.53,
)=P(X;=0,Xs=1)+P(X; =1,X,=0)=2-0.7-0.1=0.14,
PY =2 =P(X;=1,X,=1)=0.1-0.1 = 0.01.

3
I
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4.2 Numericke karakteristike diskretnih sluc¢ajnih varijabli

Dakle, razdioba slucajne varijable Y je

v -2 -1 0 1 2
0.04 0.28 0.53 0.14 0.01 -
Slu¢ajna varijabla Z poprima vrijednosti u skupu {—1,0,1} s vjerojatnostima

P(Z=-1)=P(X1=-1,Xo=1)+P(X;=1,Xo = —1)=2-0.2-0.1 = 0.04,
P(Z=0)=P(X;=0)+P(X; #0,Xo=0)=0.74+0.3-0.7 = 0.91,
P(Z=1)=P(X;=-1,Xo=-1)+P(X; =1,Xp =1) = 0.22 + 0.1 = 0.05.

Prema tome, razdioba od Z je

-1 0 1
Z~ ( 0.04 0.91 0.05 ) '

O

4.2 Numericke karakteristike diskretnih slucajnih varijabli

Ocekivanje slucajne varijable

Veé¢ smo prije istaknuli kako kod sluc¢ajnih pokusa najéesée vrsimo nekakva mjerenja. Pre-
ciznije, slu¢ajnim varijablama pridruzujemo odredene numericke karakteristike, pomocu kojih
opisujemo njihova svojstva. Najvaznija karakteristika je oéekivanje.

Ocekivanje slucajne varijable
Neka slucajna varijabla X ima zakon razdiobe:

X ~ r1T X2 T3 ... )
p1 p2 p3 ...
Ocekivanje slucajne varijable X definirano je kao suma

i
Cesto se ocekivanje sluc¢ajne varijable oznacava i simbolima 7 ili my.

Na primjer, ako bacamo igrac¢u kocku, a slucajna varijabla X biljezi broj na kocki, onda je njena

razdioba
o~ ( )

1 1 1 1 1 1 7

Vidimo da oc¢ekivanje sluc¢ajne varijable ne mora biti jednako nekoj od njenih moguéih vrijednosti.
Osim toga, ocekivanje ne mora biti blisko niti realizaciji s najve¢om vjerojatnosti. Na primjer, za

slu¢ajnu varijablu
v 12 3 100
0.7 0.1 0.1 0.1

E(Y)=1-07+2-0.143-01+100-0.1 =11.2.

[N )
o= W
[ [N
= U1
= O

Ol =

a pripadno ocekivanje

vrijedi
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DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

Prema tome, ocekivanje mozemo shvatiti kao srednju vrijednost, odnosno tezinsku aritmeticku
sredinu gdje su tezine jednake vjerojatnostima pojedinih realizacija slu¢ajne varijable.

Ako sluc¢ajna varijabla ima prebrojivo mnogo realizacija, onda njeno o¢ekivanje ne mora po-
stojati. Na primjer, za slu¢ajnu varijablu

1 3 9 ... 3=t ..
Z~(2 2 2 . 2 >
3 9 27 3n
vrijedi
2 2 2 2 2 2 2
EZ)=1-243-249. — 4. . 43" . 4 =424 24 = .
(2) T3 gttt T gtzTs™t +00

Kako pripadni red divergira, slu¢ajna varijabla Z nema ocekivanja.

Primjer 4.6. U kutiji se nalazi pet kuglica od kojih su dvije bijele. Izvlac¢imo na srecu po jednu
kuglicu, bez vracanja, sve dok ne izvucemo bijelu kuglicu. Neka X oznacava pokusaj u kojemu je
izvucena bijela kuglica. Izracunajte ocekivanje slucajne varijable X .

Rjesenje: Najprije trebamo naéi razdiobu slucajne varijable X. Ocito, sluc¢ajna varijabla X
poprima vrijednosti iz skupa {1, 2,3, 4}, jer ée najkasnije u ¢etvrtom pokusaju biti izvucena bijela
kuglica. Sada imamo:

2
3 2 3
PX=2=51" 1
3 2 2 1
PX=3)=—-----=—
( ) 5 4 3 5
2 1 2 1
P(X:4>:§.,.,.,:77
5 4 3 2 10
pa je zakon razdiobe
1 2 3 4
XN(z 3 1 1)
5 10 5 10
Zbog toga je ocekivanje jednako
2 3 1 1
EFX)=1--4+2-—4+3--4+4-— =1.
(X) 5+ 10+ 5+ 10

Lagano se pokazuju sljedeca dva vazna svojstva ocekivanja:

Svojstva ocekivanja
Teorem 4.1 Neka su X i Y slucajne varijable definirane na istom vjerojatnosnom prostoru.
Ocekivanje ima svojstvo linearnosti, za sve realne brojeve « i 8 vrijedi
E(aX +08Y)=aE(X)+BE(Y).
Ako su sluc¢ajne varijable X 1Y nezavisne, onda vrijedi
E(XY)=E(X)E(Y).

U prethodnoj tocki smo trazili razdiobu sluc¢ajne varijable Y = ¢(X) koja je funkcija slucajne
varijable X s poznatom razdiobom. Kako ¢emo odrediti o¢ekivanje od Y7 Jedna je moguénost da
odredimo razdiobu od Y i zatim primijenimo formulu za oc¢ekivanje na varijablu Y.
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4.2 Numericke karakteristike diskretnih sluc¢ajnih varijabli

Primjer 4.7. Zadana je slucajna varijabla X ~ ( 13 El (l) i ? ) Izracunajte E(Y') ako
3 9 9 9 3
jeY = X2
Rjesenje: Odredimo razdiobu od Y:
-3)2 (=12 0% 12 3?2 9 1 0 1 9 0 1 9
YZXQN((l) (;) 11 1)”(11111)~<122)-
3 9 9 9 3 3 9 9 9 3 9 9 3
Zato je
1 2 2 56
E(Y)=0--+1-249.2=2,
(¥) 9 + 9 +9 3 9

([
Uocimo kako je u ovom primjeru E(X) = 0, pa je E(X?) # E(X)?2. Dakle, svojstvo umnogka

ocekivanja iz Teorema 4.1. ne vrijedi za bilo koje slucajne varijable.
Druga moguénost za rac¢unanje ocekivanja funkcije slucajne varijable je upotreba formule

E(¢(X)) = Z¢><xi>pi.

Do nje dolazimo tako da u gornjem postupku ne svodimo zakon razdiobe varijable Y na reducirani
oblik, nego ocekivanje racunamo iz nesredenog oblika. Iz

9 1 0 1 9
YV =X%~ ( 10101 1 1 )
3 9 9 9 3
dobivamo

1 1 1 1 1 56
EY)=9--+1--4+0-—-4+1--+9:- - = —.
¥) 3 9 9 + 9 + 3 9
Dakle, ukoliko nas zanima samo oc¢ekivanje funkcije slu¢ajne varijable, a ne njena razdioba, slu¢ajnu
varijablu neé¢emo svoditi na reducirani oblik, nego éemo direktno racunati oc¢ekivanje.
U nastavku éemo promatrati funkciju oblika ¢(x) = (z — a)? koja ¢e nam dati jos jednu vaznu
numericku karakteristiku slucajne varijable.

Disperzija sluc¢ajne varijable

Disperzija slucajne varijable je numericka karakteristika koja, u odredenom smislu, mjeri odstu-
panje od srednje vrijednosti, odnosno ocekivanja. Navedimo precizno definiciju te veli¢ine.

Disperzija slucajne varijable
Disperzija (rasipanje, varijanca) sluc¢ajne varijable X definira se formulom
D(X)=E[(X - E(X))].

Formula iz prethodne definicije neprakti¢na je za ra¢unanje pa ¢emo je transformirati. Oznacimo
li E(X) = mx, zbog linearnosti ocekivanja vrijedi relacija

E[(X -mx)?] = E[X*-2Xmx +mX]
= B(X?) - 2mxE(X)+ E(m%)
= EBE(X?) -mk%,

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da je o¢ekivanje konstantne slu¢ajne varijable jednako toj konstanti.
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DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

Racunanje disperzije
Disperziju sluc¢ajne varijable X ra¢unamo po formuli

D(X) = B(X?) —m} = Zﬁpi - (Z%m) .

Disperzija slucajne varijable ima neka vazna svojstva, koja ¢emo iskazati u sljede¢em teoremu.

Svojstva disperzije

Teorem 4.2 Za slucajnu varijablu X i realni broj o vrijedi
D(aX) = a?D(X).

Ako su sluc¢ajne varijable X © Y nezavisne, onda vrijedi
DX +Y)=D(X)+ D(Y).

Dokaz: Iskoristimo li svojstva oc¢ekivanja, za prvu formulu dobivamo
D(aX) = E [(aX)?] — E[(aX)]” = BE(a?X?) — [aB(X)]* = *E(X?) — o? [E(X)]* = a>D(X).
Nadalje, ako su X i Y nezavisne, onda vrijedi
DIX+Y)=E[(X+Y)?] - [E(X +Y)]
=FB(X?) +2BE(XY)+ E(Y?) - E(X)> -2E(X)E(Y) - E(Y)?
=EBE(X*) - EBEX)*+EXY? - E(Y)?>=D(X)+ D).
O
Svojstva oc¢ekivanja i disperzije moraju se dobro usvojiti. Zbog toga ¢emo ponajprije razmotriti
sljede¢i primjer.

Primjer 4.8. Nezavisne slucajne varijable X 1Y imaju identicnu razdiobu s ocekivanjem 2 i
disperzijom 5. Kolika je disperzija slucajne varijable 2X + 3Y ? Koliko je ocekivanje, a kolika
disperzija slucajne varijable 3X — 3Y ?

Rjesenje: U prvom slucaju vrijedi
D(2X +3Y)=2%.D(X)+3*.D(Y)=13-5 = 65.

U drugom slucaju je

EBX -3Y)=3E(X)-3E(Y)=6—-6=0,

D(3X —3Y) =3*D(X) + (=3)2D(Y) = 9D(X) +9D(Y) = 90.
O

Uocimo kako je disperzija sluc¢ajne varijable uvijek pozitivna. Ta ¢injenica slijedi direktno iz formule

D(X) = E[(X —mx)*] =) (z: —mx)’p;,
zato jer su svi pribrojnici u sumi nenegativni. Pogledajmo kada ¢e disperzija biti jednaka nuli.
Naime, iz prethodne formule zakljucujemo da je to moguce samo ako je x; = mx za svaki i, a to

znaci da se sve realizacije slucajne varijable X podudaraju. Drugim rije¢ima, tada X nije slucajna,
nego uvijek poprima istu vrijednost.

Velicinu ox = y/D(X) nazivamo standardna devijacija (odstupanje) varijable X.
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4.2 Numericke karakteristike diskretnih sluc¢ajnih varijabli

Primjer 4.9. Zadane su nezavisne slucajne varijable
-10 -5 -2 5 10
X”<0.3 0.2 0.5)’ YN(0.4 0.6>'

Izracunagte ocekivanje slucagne varijable XY i disperziju slucajne varijable 2X — 3Y .

Rjesenje: Kako su X i Y nezavisne sluc¢ajne varijable, iz svojstava ocekivanja i disperzije vidimo
da ne trebamo traziti razdiobe sluc¢ajnih varijabli XY i 2X —3Y. Dovoljno je izra¢unati ocekivanje
i disperziju varijabli X i Y. Imamo redom:

=

X)=-10-03-5-02—-2-0.5= -5,
X2)f100 0.3+25-0.244-0.5=37,
X) = B(X?) - E(X)? = 37— (=5)? = 12,

(
E(
(
E(Y)=5-04+10-0.6=S8,
(2
(

)

E(Y?)=25-0.4+100-0.6 = 70,
D(Y)=E(Y?* -E(Y)*=70 -8 =6.

Sada, zbog nezavisnosti sluc¢ajnih varijabli, dobivamo da je

E(XY) = E(X)E(Y) = (—5) - 8 = —40

D(2X —3Y) = 4D(X) + 9D(Y) = 102.
O

Primjer 4.10. Slucéajno odabiremo dva broja iz skupa {1,2,3,4,5,6,7}, pri demu isti broj mozemo
odabrati dva puta. Neka je X maksimalna vrijednost od ta dva, na sreéu odabrana broja. Odredite
ocekivangje od X .

Rjesenje: Vjerojatnosni prostor sastoji se od 49 jednako vjerojatnih elementarnih dogadaja. Raz-
diobu slucajne varijable lagano ¢emo odrediti sluzeéi se sljede¢om tablicom:

max |1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7
2 2 2 3 4 5 6 7
3 3 3 3 4 5 6 7
4 4 4 4 4 5 6 7
5 5 5 5 5 5 6 6
6 6 6 6 6 6 6 7
7 TrT T T 7T 77

Iz tablice vidimo da slucajna varijabla X poprima vrijednost 1 na jednom elementarnom dogadaju,
vrijednost 2 na tri elementarna dogadaja, itd. Zbog toga, njena razdioba glasi

1 2 3 4 5 6 7
XN(135791113>

49 49 49 49 49 49 49

Prema tome, trazeno ocekivanje je

1 3 ) 7 9 11 13 36
EX)=1-—+2-—+3-—+4. S —+6-—+7 — = —
(X) 4:9+ 49+ 49+ 49+ 49jL 49+ 49 7
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DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

Primjer 4.11. Bacamo dva simetricna tetraedra kojima su na stranama napisani brojevi od 1 do
4. Neka slucajna varijabla X oznacava umnoZak brojeva ma donjim stranama tetraedara na koje
su oni pali. Odredite ocekivanje i disperziju slucajne varijable X .

Rjesenje: Vjerojatnosni prostor sastoji se od 16 jednako vjerojatnih elementarnih dogadaja. Odre-
dimo vrijednost slu¢ajne varijable X na tim dogadajima:

X|1 2 3 4
1|1 2 3 4
22 4 6 8
3013 6 9 12
414 8 12 16

Iz tablice vidimo da je razdioba slu¢ajne varijable X dana s
1 2 3 4 6 8 9 12 16
X~ 1 2 2 3 2 2 1 2 1 |
i6 16 16 16 16 16
Sada rac¢unamo

1 2 1
E(X):l'*+2‘*+"'+16'176:6‘25’

16 16
_ 1 2 1 2 2
D(X)=1 6 +4 36 + .-+ 256 16 6.25° = 56.25 — 6.25° = 17.1875.

Uocimo kako smo ocekivanje ove sluc¢ajne varijable mogli dobiti jednostavnije. U tu svrhu, defini-
rajmo nezavisne slucajne varijable:

X1 = {broj na prvom tetraedru},

Xo = {broj na drugom tetraedru}.

Ocito su X7 i X5 identicki distribuirane, ali i nezavisne sluc¢ajne varijable, s razdiobom

XlaXQ ~ (

N
= DN
SN
LN
N—

Stoga su i o¢ekivanja tih dviju sluc¢ajnih varijabli jednaka:

1

E(X1) =E(Xz)=1- 1

+2-
Konaé¢no, kako je X = X7 X3, slijedi da je
E(X) = E(X1X5) = E(X1)E(X>) = 2.5% = 6.25,

§to smo dobili i prije. O

4.3 Primjeri diskretnih razdioba

U ovoj tocki prouc¢avamo razdiobe nekih vaznih diskretnih slucajnih varijabli. Na pocetku ¢emo
kratko spomenuti dvije razdiobe s kojima smo se veé prije susreli.

Jednolika razdioba
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4.3 Primjeri diskretnih razdioba

Kazemo da diskretna slucajna varijabla ima jednoliku ili uniformnu razdiobu ako ona
poprima kona¢no mnogo vrijednosti s jednakim vjerojatnostima. Preciznije, ako slucajna vari-
jabla X s vrijednostima u skupu {1,2,...,n} ima jednoliku razdiobu, onda je ona dana sa

(110 )

S ovom razdiobom smo se ve¢ susreli, na primjer kod bacanja kocke. U tom sluc¢aju, sluc¢ajna
varijabla poprima vrijednosti iz skupa {1,2,3,4,5,6} s vjerojatnostima %.

Si= =
3=

Primjer 4.12. U kutiji se nalazi 10 kuglica od kojih je samo jedna bijela. Izvla¢imo na srecu
jednu po jednu kuglicu iz kutije, bez vraéanja. Neka X oznacava pokuSaj u kojem je izvucena bijela
kuglica. Odredite razdiobu i oc¢ekivanje od X .

Rjesenge: Slucajna varijabla X poprima vrijednosti iz skupa {1,2,3,...,10}, ovisno o tome u
kojem je pokuSaju izvucena bijela kuglica. Izracunajmo pripadne vjerojatnosti:

1
PX=1 = —
(xX=1) = .
9 1 1
PX=2) = — —-=—
( ) 0 9 10’
9 8 1 1
PX=3) = — —---=—
( ) 10 9 8 10’
9 8 76 5 4 3 2 1 1 1
PX=10) = —.2.1.2.2.2.2.2.2.--__
( ) 10 98 76 5 43 2 1 10
Prema tome, X ima jednoliku razdiobu
1 2 - 10
X~(1 1 1>v
10 10 10
pa je trazeno ocekivanje jednako
1424410
E(X)=—————=5.5.
U
Hipergeometrijska razdioba
Neka su m i n prirodni brojevi takvi da je n < m te neka je r € {0,1,2,...,m}. Kazemo

da slucajna varijabla X ima hipergeometrijsku razdiobu ako ona poprima vrijednosti u skupu
{0,1,2,...,n} s vijerojatnostima

(o) (2=k)
Ovu razdiobu smo veé¢ promatrali u Primjeru 4.2, gdje smo iz skupa od 7 kuglica, medu kojima
su 3 bijele, odabirali 3 kuglice. Tada slu¢ajna varijabla X koja biljezi broj bijelih kuglica ima

hipergeometrijsku razdiobu s parametrima m = 7, n = r = 3. Pogledajmo opceniti model u
kojemu se pojavljuje hipergeometrijska razdioba.

P(X=k)= ke{0,1,2,...,n}.
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Primjer 4.13. U kutiji se nalazi m proizvoda od kojih je r ostecenih. Slucajno odabiremo n
proizvoda te neka slucajna varijabla X biljezi broj ostecenih proizvoda medu odabranima. PokaZite
da X ima hipergeometrijsku razdiobu.

Rjesenje: Izracunajmo vjerojatnost da medu odabranih n proizvoda ima to¢no k oSteéenih, k €
{0,1,2,...,n}. Ocito vrijedi

T m-—r

() (2=t

P(X =k)= (T")*’“

pa X ima hipergeometrijsku razdiobu. ([

U nastavku ¢emo detaljnije proucavati svojstva triju vaznih diskretnih razdioba. Prva od njih
je geometrijska razdioba.

Geometrijska razdioba

Neka je pri izvodenju nekog pokusa vjerojatnost realizacije dogadaja A jednaka p. Ponavljamo
taj pokus u nepromijenjenim uvjetima do prve realizacije tog dogadaja. Neka sluc¢ajna varijabla
X mjeri broj pokusa u kojem se realizirao dogadaj A. Onda kazemo da X ima geometrijsku
razdiobu s parametrom p i pisemo X ~ G(p).

Uoc¢imo kako smo se s opisanim modelom ve¢ sreli u tocki 2.5, gdje smo proucavali beskonacne
prebrojive vjerojatnosne prostore.

Primjer 4.14. Odredite razdiobu slu¢ajne varijable X ~ G(p).

Rjesenje: IspiSimo elementarne dogadaje, vrijednost slucajne varijable i pripadne vjerojatnosti u
ovom pokusu:

wr = A, P(w1) =p, X(w1) =1,
wy = AA, P(w2) = qp, X(w2) =2,
3,

w3 = MA, P(WB) = q2p7 X(w3) =

wp=A---AA, P(w,)=q¢"'p, X(w,)=n,

Pri tome je ¢ = 1 — p. Dakle, zakon razdiobe glasi

1 2 3 ... n
X ~ _ .
(p aw ¢ép o " 'p )
Uoc¢imo kako je, prema formuli za sumu geometrijskog reda,

_ p

Ponovimo jos jednom. Kod geometrijske razdiobe je
pe=PX =k =pl-p*'  ke{l,23,..},

jer se u prvih k — 1 pokusa dogadaj A nije realizirao, a pojavio se u k—tom pokusu. Primijetimo
da vrijedi (uz uobi¢ajenu oznaku ¢ =1 — p)

P(X >k)=(1-p)* =d",
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4.3 Primjeri diskretnih razdioba

jer se tada dogadaj A nije ostvario u prvih k pokusa.
Odredimo ocekivanje geometrijske razdiobe s parametrom p. Dakle, trebamo odrediti sumu
beskona¢nog reda

B(X)=> k-pd* ' =p> k¢* .
k=1 k=1

Da bismo odredili tu sumu, krenut ¢emo od formule za sumu beskona¢nog geometrijskog reda:

1
k
E =T lz| < 1.
k=0

Deriviranjem prethodnog izraza po varijabli , dobivamo formulu

o}

1
k=1 _
Zka: 0= |z < 1.
k=1
o0
. . . . k-1 1 .
Uvrstimo li u prethodnu formulu z = ¢, imamo da je qu = W = —. Zbog toga je
—q p

k=1
ocekivanje geometrijske razdiobe s parametrom p jednako

= 1
E(X):pquk 1:19'*2:*-
k=1 p

Na slican nacin se pokazuje da za disperziju geometrijske razdiobe vrijedi D(X) = —.

Geometrijska razdioba — oéekivanje i disperzija
Ocekivanje i disperzija slu¢ajne varijable X ~ G(p) dani su sljedeé¢im formulama:

B(X) = ;1), D(Xx)="Z.

Uocimo kako je oc¢ekivanje geometrijske razdiobe jednako recipro¢noj vrijednosti parametra — vjero-
jatnosti p. Taj je rezultat u skladu s iskustvom. Na primjer, pri bacanju kocke, vjerojatnost po-
javljivanja Sestice jednaka je p = 1/6. Broj bacanja kocke do pojave Sestice mjeri sluc¢ajna varijabla
koja ima geometrijsku razdiobu. Ocekivani broj ponavljanja je E(X) =1/p = 6.

Primjer 4.15. Kolika je vjerojatnost da ée se Sestica pojaviti u prva tri bacanja kocke?

Rjesenje: Odgovor na ovo pitanje daje zakon razdiobe slucajne varijable:

P(X<3)=1-P(X>3)=1- (2)320.421.

O
Ukoliko se Sestica nije pojavila u prva tri bacanja kocke, vjerojatnost da se ona pojavi u iduca
tri bacanja ostaje ista. To je vazno svojstvo koje karakterizira geometrijsku razdiobu. Iskazimo
precizno to svojstvo.

Odsustvo pamdéenja — karakterizacija geometrijske razdiobe
Teorem 4.3 Slucajna varijabla X koja poprima vrijednosti u skupu {1,2,3,...} ima geometrijsku

razdiobu onda i samo onda ako za sve k,m > 1 vrijedi:
P X=k+m|X >k)=P(X =m).

(6]
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Ovaj teorem ukazuje na ¢injenicu da kod geometrijske razdiobe nije vazno $to je bilo prije. Na
primjer, ako se Sestica nije pojavila u prvih pet bacanja, o¢ekivani broj (novih) bacanja do njezine
pojave opet je jednak 6. Kazemo da geometrijska razdioba nema pamcdenje.

Primjer 4.16. Slucajni pokus sastoji se od istovremenog bacanja simetricnog novci¢a i kocke.
Pokus ponaviljamo sve dok se ne pojavi pismo ili Sestica. Slu¢ajna varijabla biljezi redni broj pokusa
u kojem se ostvario taj dogadaj. DokaZite da slucajna varijabla X ima geometrijsku razdiobu, te
joj odredite parametar.

Rjesenje: Neka je X7 slucajna varijabla koja biljezi redni broj pokusa u kojem se prvi put pojavilo
pismo. Tada X; ima geometrijsku razdiobu i vrijedi X; ~ Q(%) Sliéno, ako je Xs slucajna
varijabla koja biljezi redni broj pokusa u kojem se pojavila Sestica, onda je X5 ~ g(%).

Uocimo kako se slucajna varijabla X koja registrira prvo pojavljivanje bilo kojeg od ovih dvaju
dogadaja moze zapisati formulom X = min{ X7, X5}.

Sada, zbog nezavisnosti varijabli X; i Xy vrijedi

P(X> k‘) = P(min{Xl,Xg} >l€) :P(Xl >k, Xo >l€) :P(X1 > k)P(XQ > k)

k k k
1 1 S
= (1_2> (1—6) _(12> , k=1,2,3,...

Nadalje, ocito vrijedi P(X >k —1) = P(X = k) + P(X > k), odakle dobivamo da je

_ 1 (5
12 \12 ’

Konacno, iz prethodne relacije zakljucujemo da sluc¢ajna varijabla X ima geometrijsku razdiobu s

parametrom p = 2 ([l
U prethodnom primjeru vidjeli smo sluc¢ajni pokus s dva nezavisna obiljezja. Dakako, takva ra-
zmatranja se mogu prosiriti i na vise pokusa s nezavisnim obiljezjima.

Binomna razdioba

Najvaznija diskretna razdioba je binomna razdioba. Neka je p vjerojatnost realizacije dogadaja
A pri izvodenju nekog pokusa. Pretpostavimo da isti pokus ponavljamo n puta. Neka sluc¢ajna
varijabla X mjeri broj pojavljivanja dogadaja A. Onda kazemo da X ima binomnu razdiobu s
parametrima n i p te pisemo X ~ B(n, p).

Odredimo razdiobu te slu¢ajne varijable. X poprima vrijednosti u skupu {0, 1,2,...,n}. Odre-
dimo vjerojatnost pr = P(X = k). Ako se realizirao dogadaj {X = k}, to znaci da se u n pokusa
A ostvario toéno k puta, a n — k puta se nije ostvario. Broj razli¢itih moguénosti za odabir pokusa
u kojima se A ostvario je (2) Zato je

Uobicajeno je oznaciti g := 1 — p.
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Binomna razdioba — definicija
Kazemo da slu¢ajna varijabla X ima binomnu razdiobu s parametrima n i p i piSemo

X ~ B(n,p), ako X poprima vrijednosti unutar skupa {0,1,2,...,n} s vjerojatnostima
pr=P(X =k) = <Z>pkan.

Primjer 4.17. Simetricni novcié bacamo 9 puta. Oznacéimo s A i B dogadaje

A = {pismo se pojavilo 4 puta}
B = {pismo se pojavilo 5 puta}.

Da li je vjerojatniji dogadaj A, dogadaj B ili su dogadaji jednako vjerojatni?

Rjesenje: Broj dobivenih pisama u zadanom sluc¢ajnom pokusu ravna se po binomnoj razdiobi
B(9, %) Zbog toga vrijedi

9)1 1 63

24 25 256’
9 1 1 63
P(B)—(5>'25'24—256~

Prema tome, dogadaji A i B su jednako vjerojatni. To je u skladu sa svojstvom simetrije binomnih
koeficijenata. O

Primjer 4.18. Pokus se sastoji u bacanju triju kocki. Izracunagjte vierojatnost da se u 6 nezavisnih
pokusa 3 puta pojavi toéno 1 Sestica.

Rjesenje: Neka je A dogadaj
A = {pri bacanju triju kocki pojavila se to¢no 1 Sestica}.

Broj pojavljivanja Sestice je binomna slu¢ajna varijabla B(3, %), bududi da se bacaju tri kocke, a

1
vjerojatnost pojavljivanja Sestice iznosi 3 Zato je vjerojatnost dogadaja A jednaka

p-ren- ()3 (2) -5

Broj realizacija dogadaja A pri ponavljanju 6 pokusa je binomna slu¢ajna varijabla B(6, p). Vjero-
jatnost da se on pojavi toéno 3 puta iznosi

(=) (2)'(2) -

Binomna razdioba ima mnoga vazna svojstva, jedno od njih je stabilnost: Ako su X; ~
B(ni,p) i Xo ~ B(na, p) nezavisne binomne slucajne varijable, onda je X7 + X5 ~ B(ny + na,p).
Pokazimo to svojstvo. Koriste¢i ¢injenicu da su X3 i X5 nezavisne binomne slu¢ajne varijable,

O
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imamo redom
k k
P(X1+Xo=k) =) P(Xy=i,Xo=k—i)=>» P(Xy=i)P(Xy=Fk—1i)
=0 =0

k k
— ni T mi1—1 na k—1i_mno—k+1i — k _ni+no—k ni n2
;(z')pq (k—i)p 1 P ; i J\k—i

— (nl Z n2>pkq’n1+n2k‘7

pri ¢emu posljednji znak jednakosti vrijedi zbog takozvane Vandermondeove konvolucije za binomne
koeficijente.

Dobiveni rezultat je prirodan. Rijec¢ je o tome da smo promatrali isti pokus, s time da smo ga
podijelili u dva dijela: u prvom smo pokus ponovili n; puta, a u drugom ns puta. Broj realizacija
dogadaja A u cijelom pokusu jednak je zbroju tih realizacija u pojedinim dijelovima.

Ocekivanje i disperzija binomne razdiobe

U nastavku zelimo odrediti oc¢ekivanje i disperziju binomne slu¢ajne varijable. Medutim, prije
toga ¢emo promotriti najjednostavniji primjer binomne slu¢ajne varijable. Bernoullijeva ili in-
dikatorska slucajna varijabla je slucajna varijabla koja poprima samo dvije vrijednosti: 1 s vjero-
jatnoséu p i 0 s vjerojatnoséu ¢ = 1 — p. Ona biljezi realizaciju dogadaja A u jednom pokusu.

Ako su Xi, X, ..., X, Bernoullijeve nezavisne varijable s istim parametrom p, tada je njihov
zbroj X1+ Xs+---+ X, binomna sluc¢ajna varijabla X ~ B(n,p). Ova tvrdnja slijedi zbog svojstva
stabilnosti binomnih slu¢ajnih varijabli.

Na temelju toga mozemo lagano odrediti o¢ekivanje i disperziju binomne slucajne varijable.
Naime, za indikatorsku varijablu vrijedi

E(X;))=0-q+1-p=p, DX;)=0*-q+1° - p—p’=p(l—p)=pq, i=12,...,n,
pa je, zbog nezavisnosti
E(X)=E(X1) + E(X2) + -+ E(X,) = np,
D(X1) + D(X2)+ -+ D(X,,) = npq.

S
>
i

Binomna razdioba — oc¢ekivanje i disperzija
Ocekivanje i disperzija binomne slu¢ajne varijable B(n,p) dani su sljedeé¢im formulama:
E(X)=np,  D(X)=npq

Primjer 4.19. U kvadrat je upisan krug. Izracunajte vjerojatnost da ée se od Sest na srecu
odabranih to¢aka unutar kvadrata barem dvije naci unutar kruga.

Rjesenje: Promotrimo dogadaj A = {slu¢ajno odabrana tocka lezi unutar kruga}
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Neka je a duljina stranice kvadrata. Polumjer upisanog kruga je §, pa je povrsina upisanog kruga

(%)2 = “?T’T. Zato je vjerojatnost dogadaja A jednaka

Broj realizacija dogadaja A pri ponavljanju 6 pokusa je binomna sluc¢ajna varijabla X ~ B(6,p).
Trebamo odrediti P(X > 2). Stoga, zbog svojstva komplementa imamo

PX>2)=1-P(X=0)-P(X =1)

(OO0 -

=1-99-107°-22-10"3 = 0.998.

Poissonova razdioba

Poissonovu razdiobu dobivamo kao grani¢ni slu¢aj binomne, u slucaju kada broj pokusa
neogranic¢eno raste. Ulogu vjerojatnosti p pojavljivanja dogadaja preuzima intenzitet A pojavlji-
vanja dogadaja.

Promotrimo sljedeéi primjer. Organizatori neke nagradne igre pakiraju srecke u kutije. Medu
sreckama je n = 120 dobitnih koje se sluc¢ajno rasporeduju u m = 30 kutija. Neka je X slucajna
varijabla: broj dobitnih sre¢ki unutar jedne kutije. Kakva je razdioba sluc¢ajne varijable X?

Pretpostavljamo da se svaka dobitna srecka, neovisno jedna o drugoj, s jednakom vjerojatnoscu
moze na¢i unutar bilo koje kutije. Vjerojatnost da se dobitna sre¢ka nade unutar odabrane kutije je
p=1/m =1/30. Broj dobitnih sre¢ki unutar te kutije je binomna slu¢ajna varijabla s parametrima
n=120ip=1/m = 1/30.

Primijetimo da je o¢ekivani broj dobitnih sre¢ki unutar jedne kutije jednak F(X) = np = n/m.
Oznagimo tu veli¢inu s A\. Ona oznacava intenzitet pojavljivanja dobitnih sre¢ki unutar neke kutije.
Uocimo kako je u ovom primjeru A = 4.

Model slican ovome pojavljuje se pri promatranju broja poziva koji ¢e sti¢i na neku telefonsku
centralu u nekoj jedinici vremena. Ako za m = 60 minuta na centralu stigne u prosjeku n = 360
poziva, tada je broj poziva unutar jedne minute — bas kao i u proslom primjeru sa dobitnim
sreCkama — binomna razdioba s parametrima n = 360, p = 1/60. Primijetimo da je ocekivani broj
poziva A = 360/60 = 6.

Razlika izmedu ova dva primjera jest u tome sto je broj dobitnih srecki bio unaprijed poznat, i
ogranicen odozgo. Ukupan broj poziva u drugom primjeru nije poznat, nego je dan kao statisticka
veli¢ina. Dakako, razumno je pretpostaviti da taj broj nije ograni¢en odozgo.

Veza izmedu binomne i Poissonove razdiobe

Pomocéu sljedeéeg teorema lakse ¢emo priblizno ra¢unati vjerojatnosti kod binomne razdiobe.

Aproksimacija binomne razdiobe
Teorem 4.4 Neka je n velik, a p malen. Oznac¢imo A = np. Tada vrijedi sljedeéa aproksimacija:

n kn—kNLk—A
(k)pq SR

Dobivena aproksimacija upravo sluzi za definiciju Poissonove razdiobe.
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Poissonova razdioba — definicija i numericke karakteristike
Kazemo da slu¢ajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu s parametrom A > 0 i pisemo X ~ P(\)
ako ona poprima vrijednosti unutar skupa {0, 1,2,...} s vjerojatnostima
/\k
pr=P(X =k) = ﬁef)‘.
Za ocekivanje i disperziju ove razdiobe vrijedi E(X) = D(X) = \.

Pokazimo da je oc¢ekivanje Poissonove razdiobe jednako parametru razdiobe. Imamo redom

EX) =S =S ke — ey M AT N
(X) =D kpe=D hget=c Z(k—l)l_ ¢ Z(k—l)l_ ‘ Zﬁ_ ’
k=0 =1 k=1 k=1 j=0
pri ¢emu smo koristili formulu
-3
=0

za razvoj eksponencijalne funkcije u Taylorov red. Tu formulu svakako treba zapamtiti jer ¢e nam
biti od koristi prilikom rjeSavanja zadataka. Na slican nac¢in se dobiva i formula za disperziju.

Primjer 4.20. U poznati shopping centar tijekom jednog sata uslo je 360 ljudi. Odredite vjeroja-
tnost

(a) da tijekom jedne minute nitko nije uSao u shopping centar,
(b) da je barem troje ljudi uslo u shopping centar.

Rjesenge: Neka je slucajna varijabla X broj poziva u jednoj (bilo kojoj) minuti. To je Poissonova

varijabla s intenzitetom A koji je jednak ocekivanoj vrijednosti A = 0 - 6. Dalje imamo:
60
P(X=0) = 56—6 =e % =0.002,
P(X>3) = 1-PX=0-PX=1)—-PX=2)
= 1—-e%—6e%-18C=1—-25e"F
= 0.938.

O

Poissonova razdioba, kao i binomna, ima svojstvo stabilnosti: Ako su X; ~ P(A\) 1 Xo ~
P(A2) nezavisne Poissonove slucajne varijable, onda je X1 + Xo ~ P(A; + A2). Pokazimo to
svojstvo. Koristeéi ¢injenicu da su X; i X5 nezavisne Poissonove sluc¢ajne varijable, imamo redom

k k
P(X14+Xa=k) =Y P(X1=i,Xo=k—i)=>» P(X1=i)P(Xy=Fk—1i)
=0 1=0
k i k—i —(MtA2) K
My N L, €Ot k! b
N AL ey A2 - APk
e U k! ;i!(k—i)! LAz
—(A1tr2) F k ) . k
€ iy k—i __ ()‘1 + )‘2) —(A1t+A2)
k! Z <¢>A1 gt = e
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pri ¢emu smo iskoristili formulu za binomni teorem.
Aproksimacija binomne razdiobe Poissonovom
Na osnovu Teorema 4.4, za veliko n i maleno p, binomna razdioba B(n, p) moze se aproksimirati

Poissonovom razdiobom P(np).

Primjer 4.21. Twvornica Zarulja isporucuje veliku kolicinu Zarulja, medu kojima je 0.8% skarta.
Zarulje se pakiraju u kutije od po 100 komada. Koliki ée postotak kutija biti bez ijednog skarta, a
koliki s dva ili vise Skartova?

Rjesenje: Broj skartnih proizvoda u jednoj kutiji je slucajna varijabla X distribuirana po bino-
mnom zakonu B(100,0.008). Zbog toga je
100 0 100
P(X =0)= 0 0.008" - 0.992*"" = 0.4479,
PX>2)=1-PX=0-PX=1)
100
=1-0.992'% — ( . )0.008 -0.992%? = 0.1909.

Mozemo aproksimirati X a P(0.8). Jednostavniji ra¢un daje
P(X =0) = e %% =0.4493,
P(X>2)=1-¢%%-0.8¢7"% =0.1912.

Uoc¢imo kako se rezultati dobiveni na dva nac¢ina podudaraju u dvije decimale. Dakako, poveéanjem
uzorka, odnosno broja n, toénost postaje sve veca. ([l

Primjer 4.22. Neki tvornick: stroj sastoji se od 2000 dijelova. Vjerojatnost kvara svakog pojedinog
dijela u toku radnog tjedna iznosi 0.001. Ukoliko se pojedini dio pokvari, vjerojatnost da stroj
prestane s radom iznosi 0.03. Odredite vjerojatnost da stroj prestane raditi u toku radnog tjedna.

Rjesenje: Neka je slu¢ajna varijabla X broj pokvarenih dijelova stroja. Tada je X ~ (2000, 0.001).
Oznac¢imo

H, = {pokvarilo se k dijelova stroja},
A = {stroj je prestao s radom}.
Vrijedi
2000
P(A) =" P(Hy)P(A|Hy).
k=1

Uoéimo, vierojatnost da stroj nastavi s radom, ukoliko je pokvareno k dijelova, iznosi 0.97%. Zbog
toga je -

P(A|Hy) =1 — P(A|Hy) =1 —0.97%.
Nadalje, vrijedi

2
PHy)=P(X =k)= ( Okf)()) 0.001% . 0.9992000—F_
§to je neprakticno za daljnji racun. Zato aproksimiramo binomnu razdiobu 5B(2000,0.001) s Poi-

ssonovom razdiobom P(2). Uz tu aproksimaciju vrijedi

2k,
P(Hk) = Ee 5
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pa je

2000 ok 2000 g 2000 4 gk

_ § : k -2 _ -2 Z Z :
k=1 k=1 k=1

Sada, kako je

‘ 8

% j
xr __
6—2 R

i=0 7

posljednje dvije sume mozemo aproksimirati pomocéu eksponencijalne funkcije. Uoc¢imo kako pri
tome u objema sumama nedostaje nulti ¢lan. Zbog toga je

J
P(A)=e?[(—1)— (" =1)] =1 —¢ "% =0.058.

4.4 Zadatci za ponavljanje

Zadatak 4.1. Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable distribuirane po zakonu

() ()

X
Odredite disperziju slucajne varijable Z = v

Wl =
win N

Rjesenje: Lagano provjeravamo kako slucajna varijabla Z = X/Y poprima vrijednosti iz skupa
{1/2,1,2}. Stoga, zbog nezavisnosti varijabli X i ¥ imamo:

1 2 1
(Z=1/2)=P(X =1,V =2)= -2 =,
1 1 1 2 1
P(Z=1)=P(X=1Y = PX=2Y=2)==--4=--=-=<=
(Z=1)=P(X=1LY=1)+P(X=2¥=02) =5 245 2=1,
1 1 1
P(Z=2)=P(X=2Y=1)=---=—.
2 3 6
Prema tome, razdioba slucajne varijable Z je
1/2 1 2
ZN( i 1 1)’
3 2 6
pa je ocekivanje jednako
T U TS NN B
203 2 6
Konaé¢no, disperzija iznosi
11 1 1
DX)=EX?)—-(BEX)>=-=--41--+44.--—-12==
(X) = BX?) = (B(X)P = ;-5 +1 5 +4

O

Zadatak 4.2. Zaposlenik u servisu racunalne opreme dobije na testiranje 4 ispravne i 3 neispravne
matic¢ne plo¢e. Ukoliko zaposlenik testira jednu po jednu mati¢nu plocu (bez ponavljanja), koliki
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4.4 Zadatci za ponavljanje

je ocekivani broj pokusaja dok ne naide na neispravnu ploc¢u?

Rjesenje: Neka je X slucajna varijabla koja biljezi redni broj izvlacenja u kojemu je izvucena
neispravna mati¢na ploca. O¢ito, X poprima vrijednosti iz skupa {1,2,3,4,5}. Odredimo njenu
razdiobu. Imamo da je

3
PX=1) = =
(x=1) = %,
4 3 2
PX=2) = —---=—
( ) = 5= 7
4 3 3 6
P(X = = -.2.2 -2
( 3) 7 6 5 35
4 3 2 3 3
P(X=4) = -.2.2.2 -2
( ) 7 6 5 4 35
4 3 2 1 3 1
P(X = = .2.2.2.2 -
( 5) 7 6 5 4 3 35
Dakle,