2.1 Dogadaji

slucajni pokus — pokus ¢iji ishod nije unaprijed odreden.
elementarni dogadaj — ishod sluc¢ajnog pokusa

skup svih moguéih ishoda (elementarnih dogadaja) oznacavamo
slovom (2.



Primjer 2.1.

Bacamo jednu igracu kocku ¢ije su strane oznacene brojevima od 1
do 6. Odredi elementarne dogadaje, skup €2 te dogadaje

A = {pao je neparni broj}

B = {pao je broj vedi od 3}

C' = {pao je parni broj manji od 6}
D = {pao je prost broj}.



Siguran i nemoguc¢ dogadaj

() — dogadaj koji se uvijek ostvaruje

) — nemogué dogadaj, nikad se ne ostvaruje



Primjer 2.2.

Kosarkas izvodi slobodno bacanje tri puta. Za svako slobodno

bacanje biljezimo je li postignut ko§ (+) ili ne (—). Odredi (2,

elementarne dogadaje te dogadaje

A

B
C
D

{kosarkas je postigao dva kosa},
{kosarkas je pogodio kos u tre¢em bacanju},
{kosarkas je barem jednom pogodio i barem jednom promasio kos},

{kosarkas je pogodio kos dva puta zaredom}.



Usporedivanje dogadaja

Dogadaj A povlaci dogadaj B ako realizacija od A povlaci
realizaciju od B.

Dogadaj B sadrzi sve elementarne dogadaje koji ulaze u dogadaj
A. Pisemo A C Bili A = B.



Primjer 2.3.

Istovremeno bacamo pet novéi¢a. Oznacimo dogadaje

A = {najvie jedan nov¢i¢ pokazuje glavu},

B = {barem tri nov¢ic¢a pokazuju pismo}.

Da li dogadaj A povlaci dogadaj B? Da li dogadaj B povlaci
dogadaj A?



Primjer 2.4.

Istovremeno bacamo dvije kocke. Oznac¢imo dogadaje

A = {zbroj brojeva na kockama jednak je 10},
B = {oba broja veca su od 3}.

Dokazi da dogadaj A povlaci dogadaj B. Da li dogadaj B povlaci
dogadaj A?



Ekvivalentni i disjunktni dogadaji

Ukoliko vrijedi A C Bi B C A, onda kazemo da su Ai B
ekvivalentni ili jednaki i piSemo A = B. Ekvivalentni dogadaji

sastoje se od istih elementarnih dogadaja.

Dogadaji A i B su disjunktni, ako se istovremeno ne mogu
ostvariti i jedan i drugi. Kazemo jos da se A i B medusobno
iskljuc¢uju. Tada A i B nemaju zajednickih elementarnih
dogadaja. Pisemo AN B = (.



Primjer 2.5.

Svaki od cetiri strijelca gada istu metu jedanput. Promotrimo

dogadaje
A = {tri strijelca su pogodila metu},
B = {jedan strijelac je promasio metu},
C' = {dva strijelca su pogodila, a dva promasila metu}.

Koji od ovih dogadaja povlace neki drugi, koji su ekvivalentni, a

koji se medusobno iskljucuju?
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Algebra dogadaja

Unija dogadaja. Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvario barem

jedan od dogadaja A, B naziva se unija ili zbroj (suma) dogadaja i
oznacava s AUB, A+ B, Aili B.

Presjek dogadaja. Dogadaj koji se ostvaruje ako su se ostvarila
oba dogadaja A i B naziva se presjek ili umnozak (produkt)
dogadaja i oznacavas ANB, AB, Ai B.
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Primjer 2.6.

Bacamo jednu kocku. Istaknimo dogadaje

A = {pao je neparan broj}
B = {pao je prost broj}.

Odredi dogadaje AUB i AN B.
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Presjek 1 unija vise dogadaja

Unija n dogadaja je dogadaj]
A=A 1UAU...UA,,

koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja
A1, Ao, ... A,
Presjek n dogadaja je dogadaj

A=A1NAN...NA,

koji se ostvaruje ako se ostvario svaki od dogadaja A1, Ao, ...
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Razlika dogadaja. Komplement dogadaja.

Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvari dogadaj A, a da se ne

ostvari dogadaj B, nazivamo razlika dogadaja A i B i oznacavamo s

A\B, A - B.

Dogadaj 2\ A nazivamo komplementom ili suprotnim dogadajem
dogadaja A. On se ostvaruje ako i samo ako se A nije ostvario.

Oznacavamo ga s A ili s A€.

Vrijedi A\AB=ANBiA=A.
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Vjerojatnost

Vjerojatnost je preslikavanje P : F +— [0, 1] definirano na algebri

dogadaja JF, koje ima svojstva
e P(2)=1, P()) =0 (normiranost),
e ako je A C B, onda vrijedi P(A) < P(B) (monotonost),

e ako su A i B disjunktni dogadaji, onda je
P(AUB) = P(A) + P(B) (aditivnost).

Broj P(A) nazivamo vjerojatnost dogadaja A.
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Vjerojatnost komplementa

Za svaki dogadaj A vrijedi P(A) = 1 — P(A).
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Vjerojatnost unije

Za bilo koja dva dogadaja vrijedi
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB).
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Primjer 2.7.

Neka su A i B dogadaji takvi da je P(A) =

5, P(B)

P(AUB) =3 IzracunaJ vjerojatnosti P(AN B),

2

P(ANB), P(AUB), P(ANB), P(ANB).

P(A),

1
4

1

P(B),
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Konacni vjerojatnosni prostor 2 = {wi,ws,...,wy,}
p1=P{wi}), p2=P{w2}), ..., pn=P{Hwn})
p1>0,p2>0, ..., pp >0, pr+p2+---+p, =1

1=PQ) = P{wi}) + P{wa}) +--- + P({wn}).

AeF

A= {wil,wiw...,wim}.

m *



20

Bacanje simetricnog novcica ili kocke

Simetri¢ni novéié. Dva su elementarna dogadaja: w; = P,
wo = G. Pod simetri¢nim novéi¢em podrazumijevamo ispravan
novci¢c kod kojeg je nac¢in bacanja uobicajen, pa je prirodno
pretpostaviti da su vjerojatnosti pojavljivanja obaju dogadaja

jednake:
1

p=Pw) =5, p=Plw)) =3

Simetricna kocka. Za simetri¢nu kocku prirodno je uzeti
pi = P({w;}) = %, za svaku od Sest moguénosti na koje kocka moze

pasti.
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Primjer 2.8.

Bacamo simetri¢nu kocku. Odredite vjerojatnosti sljede¢ih
dogadaja:

A = {pao je neparan broj}
B = {pao je broj manji od 5}.
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Bacanje dvaju novcica

Ovdje imamo cetiri elementarna dogadaja, iako na prvi pogled
postoje tri razli¢ita ishoda: dva pisma, pismo i glava, te dvije glave:

1. novCié 2. novcéié

W1 P P
Wo P G
W3 G P
Wy G G

Kako bismo lakSe razlikovali elementarne dogadaje ws 1 wsg,
mozemo zamisliti da bacamo dva razli¢ita novcica ili da jedan
novci¢ bacamo dva puta te da razlikujemo bacanja. Sva Cetiri
elementarna dogadaja su jednako vjerojatna, tj. vrijedi

P1 = P({Wl}) — ia P2 = P({WQ}) — ia P3 = P({w?,}) = i, P4 = P({w4}) = i
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Bacanje dviju kocki

Postoji 36 elementarnih dogadaja. Da bismo razlikovali dogadaje

poput (3,4) i (4,3), mozemo zamisliti da su kocke obojene

razli¢itim bojama ili da umjesto dvije kocke istovremeno, bacamo

jednu kocku dva puta tako da znamo sto je rezultat prvog, a sto

rezultat drugog bacanja. Ako su kocke simetri¢ne, prirodno je

pretpostaviti da su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni te
1

da vjerojatnost njihovog pojavljivanja iznosi ;.
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Primjer 2.9. Bacamo dvije simetricne kocke. Kolika je
vjerojatnost da je zbroj brojeva na kockama jednak 87
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Primjer 2.10.

Sluc¢ajno odabiremo broj iz skupa {1,2,3,...,89,90}. Kolika je
vjerojatnost da je odabrani broj djeljiv s 37 Kolika je vjerojatnost
da je odabrani broj djeljiv s 57 Kolika je vjerojatnost da je
odabrani broj djeljiv s 3 ili s 57
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Modeli s elementarnim dogadajima koji nisu
jednako vjerojatni

Nesimetricni novcic¢. Jos uvijek postoje dva elementarna
dogadaja w1 = P, wy = G. Medutim, zbog nesimetri¢nosti novcica
jedna njegova strana, recimo P, pojavljuje se ¢es¢e nego druga. U
tom slucaju je p; > po. Napomenimo joS da ¢emo pod pojmom
novcica podrazumijevati simetri¢ni novcic¢, a ukoliko novéié nije

takav to ¢emo posebno naglasiti.
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Bacanje dvaju novcic¢a, drugi model. Po pisanim
dokumentima, veliki francuski matematicar i enciklopedist
d’Alembert (1717-1783) u ovom je primjeru postavio samo tri

elementarna dogadaja:

w1 = {pala su dva pisma},
wo = {palo je jedno pismo i jedna glava},
ws = {pale su dvije glave}

Ovaj pristup je takoder ispravan. Medutim, vjerojatnosti ovih

elementarnih dogadaja nisu jednake, nego mora biti

P(lwr}) = 1 Pllwa)) =5, P(ws)) = ;.
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Primjer 2.11. U kosari se nalazi jedna jabuka, dvije kruske, dvije
narance i jedna mandarina. Ivo sluc¢ajno odabire jednu vocku iz

kosare. Odredi vjerojatnost sljedeé¢ih dogadaja:

A = {nije odabrana kruska},
B = {odabrana je kruska, naranca ili mandarina},
C' = {odabran je limun}.

Pretpostavljamo da je vjerojatnost odabira bilo koje vocke jednako

vjerojatna.
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Primjer 2.12

Dva prijatelja, Mirko i Slavko igraju stolni tenis. Slavko je nesto
bolji stolnotenisac¢ i u pravilu, od pet meceva on pobjeduje Mirka u
tri meca, pa mozemo pretpostaviti da je vjerojatnost pobjede
Slavka u svakom pojedinom mecu jednaka 0.6. Mirko i Slavko su
odlucili igrati meceve zaredom sve dok Mirko ne pobjedi, ali ¢e
odigrati najviSe pet meceva. OpiSite vjerojatnosni prostor te

izracunajte vjerojatnosti sljedeé¢ih dogadaja

A = {Mirko ¢ée pobjediti Slavka u prvom ili drugom mecu},
B = {Mirko ¢e pobijediti Slavka nakon drugog meca},
C' = {Mirko neée pobijediti Slavka}.



