4.1 Diskretne slucajne varijable



Slucajna varijabla

Preslikavanje X : 2 — S je diskretna slucajna varijabla ako je
za svaki x; € § skup A; :={w € Q: X(w) = z;} dogadaj.
Oznacimo p; := P(A;) = P(X = x;). Za ove brojeve je p; > 0 i

> p; = 1. Zakon razdiobe slucajne varijable X sastoji se od
podrucja vrijednosti koje ona poprima i odgovarajucih

vjerojatnosti. PiSemo

1 X2 X3
X ~

P1 P2 P3



Primjer 4.1.

Bacamo tri igrac¢e kocke. Neka slucajna varijabla X biljezi broj]

Sestica. Odredite razdiobu te slu¢ajne varijable.



Primjer 4.2.

U kutiji se nalazi 7 kuglica od kojih su 3 bijele. Sluc¢ajno odabiremo
3 kuglice te neka slucajna varijabla biljezi broj izvucenih bijelih

kuglica. Odredite razdiobu slucajne varijable X.



Nezavisne slucajne varijable - definicija i osnovno
svojstvo

Slucajne varijable X,Y : () +— S su nezavisne ako za sve x;,y; € S
vrijedi

P(X =z;,Y =y;) =P(X =2;) P(Y =y;).
Tada vrijedi opcenitije, za sve A, B C S

P(XeAYeB)=P(X e AP €B).



Nezavisnost niza slucajnih varijabli

Slucajne varijable X7, Xo,...,X,, definirane na istom

vjerojatnosnom prostoru su nezavisne, ako za sve

Al,AQ, ce ,An CS Vrijedi

P(Xl EAl,XQ EAQ,...,Xn EAn)
:P(Xl EAl)P(XQ EAQ)P(Xn EAn)



Primjer 4.3

Bacamo novci¢ sve dok se ne pojavi pismo te neka slucajna
varijabla X oznacava potreban broj bacanja. Odredite zakon

razdiobe slucajne varijable X.



Funkcije diskretnih slu¢ajnih varijabli

Neka je X diskretna slucajna varijabla s poznatim zakonom
razdiobe, ¢ : R — R zadana funkcija i Y = ¢(X). Tada je

¢(r1) ¢(w2)
b1 D2

Y ~

zakon razdiobe varijable Y. Njega dovodimo na reducirani oblik

V o~ Y Y2
q1 42
gdje su y1, 1Yo, ... sve razli¢ite vrijednosti iz skupa

{d(x1), p(x2), ...}, pri Cemu se odgovarajuce vjerojatnosti zbrajaju.



Primjer 4.4.

Slucajna varijabla X ima zakon razdiobe

-3 =2 2 3
0.5 0.1 0.2 0.2

X ~

Odredite zakon razdiobe varijable Y = X*.
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Primjer 4.5.

Nezavisne slucajne varijable X7 i X5 imaju isti zakon razdiobe

-1 0 1
0.2 0.7 0.1

X1, X9 ~

Odredite zakon razdiobe slucajnih varijabli ¥ = X; + X5 i
Z = X1 Xo.
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4.2. Karakteristicne funkcije diskretnih varijabli
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Ocekivanje slucajne varijable

Neka slucajna varijabla X ima zakon razdiobe:

€T €T X
Y 1 2 3
P1 P2 P3

Ocekivanje slucajne varijable X definirano je kao zbroj

Cesto se ocekivanje slucajne varijable oznacava i simbolima 7 ili

mx.
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SN SN

Ol =
= DN
o= W
o= Ot
o= O

— ocekivanje sluc¢ajne varijable ne mora biti jednako nekoj od
mogucih realizacija te varijable
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1 2 3 100
0.7 0.1 0.1 0.1

Y ~

— ocCekivanje ne mora biti blisko niti realizaciji s najveé¢om

vjerojatnosti
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wWih =
o W
N

N o

— ocekivanje ne mora postojati
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Primjer 4.6.

U kutiji se nalazi pet kuglica od kojih su dvije bijele. Izvla¢imo na
sre¢u po jednu kuglicu, bez vracanja, sve dok ne izvucemo bijelu
kuglicu. Neka X oznacava pokusaj u kojemu je izvucena bijela

kuglica. Izracunajte ocekivanje sluc¢ajne varijable X.
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Svojstva ocekivanja

Teorem 4.1 Neka su X 1 Y slucajne varijable definirane na istom
vjerojatnosnom prostoru. Ocekivanje ima svojstvo linearnosti, za

sve realne brojeve o 1 3 vrijeds
E(aX 4+ 0Y)=aFE(X)+ BE(Y).
Ako su slucajne varyjable X ©'Y nezavisne, onda vrijed:

E(XY) = E(X)E(Y).
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Primjer 4.7.

—3
Zadana je slucajna varijabla X ~

3
je Y = X?. Izracunajte E(Y).

—1

1
9

o= O

Ol= =

W=

te neka
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Ocekivanje funkcije slu¢ajne varijable mozemo rac¢unati pomocu

formule

B(6(X)) = Y é(zi)p

tj. ne moramo slucajnu varijablu svoditi na reducirani oblik.
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Disperzija slucajne varijable

Disperzija (rasipanje, varijanca) slucajne varijable X definira
se formulom

D(X)=E[(X - EX))?].

Ovaj se izraz najc¢esce racuna na sljedeci nacin:

D(X) = E(X?) = m} = ) api - (Z_ p) . (mx = B(X))
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Svojstva disperzije

Teorem 4.2 Za slucajnu varijablu X 1 realnt broj o vrijeds
D(aX) = a?D(X).
Ako su slucajne varyjable X 1Y nezavisne, onda vrijed:

D(X +Y) = D(X) + D(Y).
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Primjer 4.8.

Nezavisne slucajne varijable X i Y imaju identi¢nu razdiobu s
ocekivanjem 2 i disperzijom 5. Kolika je disperzija slucajne
varijable 2X + 3Y 7 Koliko je ocekivanje, a kolika disperzija
slucajne varijable 3X — 3Y?
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Disperzija je uvijek pozitivna zato jer je

D(X)=FE[(X —mx)*] = (x; — mx)’p:.

)

Disperzija je jednaka nuli samo ako je slucajna varijabla konstantna

funkcija.

Velicinu ox = /D(X) nazivamo standardna devijacija

(odstupanje) varijable X.
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Primjer 4.9.

Zadane su nezavisne slucajne varijable

—10 -5 =2 5 10
X ~ , Y ~
0.3 0.2 0.5 0.4 0.6

Izracunajte ocekivanje slucajne varijable XY i disperziju sluc¢ajne
varijable 2X — 3Y.
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Primjer 4.10.

Slucajno odabiremo dva broja iz skupa {1,2,3,4,5,6,7}, pri cemu
isti broj mozemo odabrati dva puta. Neka je X maksimalna

vrijednost od ta dva na sreé¢u odabrana broja. Odredite ocekivanje
od X.
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Primjer 4.11.

Bacamo dva simetri¢na tetraedra kojima su na stranicama napisani
brojevi od 1 do 4. Neka sluc¢ajna varijabla X oznacava umnozak
brojeva na donjim stranama tetraedara na koje su oni pali.

Odredite ocekivanje i disperziju slucajne varijable X.



